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Aus dem Vorwort des Verfassers
zur amerikanischen Ausgabe von 1949

Ein Naturwissenschaftler, der iiber Philosophie schreibt, sicht
sich Gewissenskonflikten ausgesetzt, von denen er sich selten ganz
und unbeschadet freimachen wird; der offene Horizont und die
Tiefe der philosophischen Gedanken lassen sich nicht leicht mit
der objektiven Klarheit und Bestimmtheit in Einklang bringen,
fir die er in der Schule der Naturwissenschaft ausgebildet
worden ist.

Der Hauptteil dieses Buches ist mit meinem Artikel ,,Philoso-
phie der Mathematik und Naturwissenschaft* im ,,Handbuch der
Philosophie** (Verlag R. Oldenbourg 1928) identisch. Bei seiner
Abfassung war ich an den Generalplan des Handbuchs gebunden,
wie er von den Herausgebern umrissen wurde, die sowohl auf die
systematischen als auch die historischen Aspekte der Philosophie
gleiches Gewicht legten. Dann war ich, freilich weniger bewuBt,
einmal durch die deutsche Tradition in Literatur und Philosophie,
in der ich aufgewachsen war, und zum anderen durch die begrenz-
ten Problemkreise, die sich mir in meiner cigenen geistigen
Entwicklung erschlossen hatten, gebunden.

Unter der Uberschrift ,, Naturwissenschaft® beschiftigt sich
mein Handbuchartikel fast ausschlieBlich mit Physik. Sie ist die
einzige naturwissenschaftliche Disziplin, mit der ich durch meine
eigene Arbeit vertraut bin. Die Griinde, die Biologie mit ein paar
allgemeinen Bemerkungen abzutun, waren, da3 der mir zur Ver-
fiigung stehende Raum mehr als iiberschritten war, und daB ich
auf den Artikel ,,Metaphysik der Natur‘ des Biologen und Philo-
sophen Hans Driesch verweisen konnte.

Rund zwanzig Jahre sind seitdem vergangen, eine lange und
ereignisreiche Zeit in der Geschichte der Naturwissenschaften.
Wenn nun (nicht auf meine eigene Initiative) der Plan einer eng-
lischen Ubersetzung des Buches aufgetaucht ist, so gab ich meine
Einwilligung dazu, obgleich ich mir der zufilligen Umstinde
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seiner Entstehung und der Altersrunzeln in seinem Gesicht voll
bewuBlt war; denn mir schien, als sei das Aufzeigen der gegen-
seitigen Durchdringung von naturwissenschaftlichem und philo-
sophischem Gedankengut heute so zeitgemidB wie je. Freilich
konnten die Ereignisse der beiden vergangenen Jahrzehnte nicht
einfach iibergangen werden. Aus mehr als einem Grund schied die
Moglichkeit, das Buch in englisch neu zu schreiben, aus; denn
wie konnte ich hoffen, diese Hingabe und den Geist jener Zeit
in meinem Leben, als ich es zum ersten Male schrieb, noch ein-
mal einzufangen — um nach unerldBlichen literarischen Vorar-
beiten das Manuskript in ein paar Wochen hinzuhauen.

Trotz zahlreicher Anderungen im kleinen, wobei ich besonders
die Abschnitte 13 bis 15 und den SchluBabschnitt 23 erwihne, ist
der alte Text in seiner Substanz erhalten geblieben, so daB3 er der
Auffassung eines philosophisch eingestellten Mathematikers zu
einer Zeit entspricht, als die Relativititstheorie ihren Abschluf3
erreicht hatte und die neue Quantenmechanik soeben im Ent-
stehen begriffen war. Die Literaturhinweise sind demgegeniiber
auf den neuesten Stand gebracht und sechs Anhiinge angefiigt
worden, fiir die die Entwicklung der Mathematik und der Physik,
aber auch der Biologie in den dazwischenliegenden Jahren den
Stoff geliefert haben. Diese Anordnung, die vom Standpunkt der
dsthetischen Einheitlichkeit aus angreifbar ist, hat einen gewissen
Reiz. Die Anhinge sind ihrer Art nach mehr systematisch-
wissenschaftlich und weniger historisch-philosophisch als der
Hauptteil. Mit den Jahren bin ich mit den metaphysischen Folge-
rungen der Naturwissenschaft zuriickhaltender geworden: ,,As
we grow older, the world becomes stranger, the pattern more
complicated”. Und doch wiirde die Naturwissenschaft ohne einen
tragenden transzendentalen Glauben an Wahrheit und Wirklich-
keit und ohne das stindige Wechselspiel zwischen Tatsachen
und Konstruktionen einerseits und der Darstellung der Gedan-
ken andererseits umkommen.

Eine der Hauptaufgaben dieses Buches sollte sein, als kritischer
Fiihrer durch die in den Literaturhinweisen zitierten Werke zu
dienen.
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Abschnitte historischen Inhalts oder mit Erginzungen, die
nicht unbedingt in den Hauptgang der Entwicklung des Buches
gehoren, werden in Kleindruck wiedergegeben.

Princeton, New Jersey
Dezember 1947 HERMANN WEYL

Vorwort des Herausgebers

Hermann Weyls ,,Philosophie der Mathematik und Naturwis-
senschaftisterstmals 1928 als Beitrag zu dem von Alfred Bacumler
und Manfred Schréter herausgegebenen ,,Handbuch der Philoso-
phie* veroffentlicht worden. Auch innerhalb dieses von hervorra-
genden Denkern verfaBBten Sammelwerkes erregte die Arbeit Weyls
besonderes Aufsehen und fand als grundlegendes Werk im In- und
Ausland allgemeine Anerkennung.

Fiir die 1949 bei der Princeton University Press erschienene
Ausgabe in englischer Sprache verfaBte Hermann Weyl nicht nur
einen umfangreichen Anhang, sondern er verbesserte und erginzte
auch den urspriinglichen Text an vielen Stellen.

Bald nach dem Erscheinen der amerikanischen Ausgabe ist beim
Verlag der Plan entstanden, eine deutsche Ausgabe des erweiter-
ten Handbuchbeitrages zu unternehmen. Dem Plan zufolge wur-
den die Anhédnge der amerikanischen Ausgabe iibersetzt und von
Hermann Weyl noch selbst durchgesehen. Verschiedene Umstinde
und vor allem der Tod des Autors im Jahre 1955 haben bewirkt,
daB die Ausgabe nicht zustande kam.

Das unvermindert hohe Ansehen, dessen sich das Werk Weyls
gerade bei den fithrenden Mathematikern erfreute, und das Inter-
esse des Verlages an Werken der wissenschaftlichen Grundlagen-
forschung haben dazu gefiihrt, daB die sehr miihevolle Kleinarbeit,
die noch notwendig war, um eine den letzten Intentionen Hermann
Weyls entsprechende neue Ausgabe zu ermdglichen, noch geleistet
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wurde. Infolge des Fortschrittes und der Erfolge in allen Zweigen
der Mathematik und Naturwissenschaft wihrend des letzten Jahr-
zehnts ist die Notwendigkeit der gegenseitigen Durchdringung
historisch-philosophischer Gedanken einerseits und systematisch-
wissenschaftlicher Tatsachen und Methoden andererseits dringli-
cher geworden denn je. In dieser Bezichung ist das Werk von
Hermann Weyl an keiner Stelle iiberholt.

Miinchen, im Juli 1966 Go1TLOB KIRSCHMER
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Einfiihrung

Uber einige wichtige philosophische Resultate und Gesichtspunkte,
welche sich hauptsichlich aus der Arbeit der Mathematik und Natur-
wissenschaft selbst ergeben haben, soll in den beiden Teilen dieses Ar-
tikels berichtet werden. Auf die Verkniipfung mit den groBen Philo-
sophemen der Vergangenheit werde ich hinweisen, wo sie mir fithlbar
geworden ist. Die belegenden Beispiele werde ich so einfach wie moglich
wihlen; prinzipiell muB aber daran festgehalten werden, daB die Be-
schiftigung mit der Philosophie der Wissenschaften die Kenntnis der
Wissenschaften selber voraussetzt.

Der hier befolgte Gang in der Darstellung der Grundlagen der
Mathematik wird von der Oberfliche in die Tiefe fiihren, das mehr
Formale der inhaltlichen Problematik des Unendlichen vorausgehen
lassen. Die sorgfiltige formale Vorbereitung und die strenge Erfassung
dieser natiirlich von je her lebendigen und zum Ausdruck gelangten
Problematik ist erst ein Werk der jiingsten Zeit. Von den Heroen der
Philosophie besaB vor allen Leibniz den Blick fiir das Wesen des Mathe-
matischen; Mathematik ist als organischer und bedeutsamer Bestandteil
seinem philosophischen Systeme eingefiigt.



I. Mathematische Logik. Axiomatik

Den Griechen verdanken wir die Erkenntnis, daB die Struktur
des Raumes, die sich in den Bezichungen der rdumlichen Gebilde
und ihren gesetzmiBigen Abhingigkeiten voneinander kundtut,
etwas vollkommen Rationales ist. Anders als etwa bei einem wirk-
lichen Einzelding, wo wir immer von neuem aus der Anschauung
schopfen miissen, um immer neue, nur in deskriptiven Begriffen
vagen Umfangs beschreibbare Merkmale an den Tag zu heben,
148t sich die Raumstruktur mit Hilfe weniger exakter Begriffe
und in wenigen Aussagen, den Axiomen, erschopfend kenn-
zeichnen, derart, daB alle geometrischen Begriffe sich mit Hilfe
jener Grundbegriffe definieren lassen, jede wahre geometrische
Aussage sich als eine logische Folge der Axiome ergibt. Dadurch
wurde die Geometrie zum Vorbild deduktiver Wissenschaft. Und
infolge dieses ihres Charakters hat die Mathematik ein hervor-
ragendes Interesse an den Methoden, mit Hilfe deren Begriffe
auf Grund anderer definiert, und mit Hilfe deren Urteile aus
andern Urteilen gefolgert werden. (Auch die Aristotelische Logik
war im wesentlichen abstrahiert aus der Mathematik.) Ja, die
endgiiltige Begriindung der Mathematik selbst scheint nicht mog-
lich, ohne daB dariiber vollstindige Rechenschaft abgelegt wird.

1. Relationen und ihre Verkniipfung. Struktur der Urteile

In der euklidischen Geometrie haben wir es zu tun mit drei
Gegenstandskategorien, Punkt, Gerade, Ebene, die nicht definiert,
sondern als anschaulich aufgewiesen angenommen werden, und
den Grundbeziehungen ,,liegt auf** (Punkt liegt auf Gerader, Ge-
rade liegt in Ebene, Punkt liegt in Ebene), ,,zwischen‘* (ein Punkt z
liegt zwischen den Punkten x und y) und ,,kongruent‘ (Kongruenz
von Strecken und Winkeln). Analog haben wir im Gebiete der
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... als einzige Grundrelation, mit Hilfe
deren alle andern zu definieren sind, diejenige, welche zwischen
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einer Zahl n und der auf sie folgenden n’ besteht. Ein gutes Beispiel
zur Relationslehre liefern ferner die Verwandtschaftsbeziehungen
zwischen Menschen. Hier liegen zwei Grundkategorien vor: Person
minnlichen, Person weiblichen Geschlechts, als Grundrelationen
treten auf Kindschaft (x ist Kind von y) und Ehe (x ist verheiratet
mit y). Das Urteilsschema einer Relation, z. B. x folgt auf y, ent-
hélt eine oder mehrere Leerstellen x, y, ..., deren jede auf eine
bestimmte Gegenstandskategorie bezogen ist. Aus dem Urteils-
schema entsteht ein bestimmtes Urteil, z. B. 5 folgt auf 4, wenn
jede Leerstelle durch einen bestimmten Gegenstand der zugehori-
gen Kategorie ausgefiillt wird. Die Sprache zeichnet den Bau eines
derartigen Relationsurteils nicht richtig nach; es gibt da nicht
Subjekt, Kopula und Priadikat, sondern eine Relation mit zwei
gleichberechtigten Leerstellen, die durch Gegenstinde ausgefiillt
sind. Man koénnte, um sich frei zu machen von den zufélligen
grammatischen Formen der Sprache, die Urteilsschemata von
Relationen reprisentieren durch Holzplatten mit einzelnen, den
Leerstellen korrespondierenden Pfiocken, die Gegenstdnde durch
kleine, mit einem Loch versehene Kugeln, welche auf diese Pflocke
gesteckt werden konnen. Das sind an sich ebenso brauchbare
Symbole wie die Worte. — Zwei Sitze wie ,,5 folgt auf 4 und
,»4 geht 5 voran® geben einer und derselben Beziehung zwischen
4 und 5 Ausdruck; es ist unberechtigt, da von zwei zueinander
inversen Beziehungen zu sprechen. Freilich haben die Leerstellen
im Urteilsschema jede eine spezifische Stelle; und es ist eine be-
sondere Eigentiimlichkeit (Kommutativitdt), wenn die Relation
R (xp) [z. B.: x ist Bruder von y] gleichbedeutend (oder gleichen
Geltungsumfanges) ist mit R (yx). Die Eigenschaften werden wir
ebenso mit zu den Relationen zu rechnen haben, wie wir die 1 mit
unter die Anzahlen aufnehmen; ihr Urteilsschema besitzt nur
eine Leerstelle.

Im § 47 seines fiinften Schreibens an Clarke spricht Leibniz (,,Haupt-
schriften*, herausg. v. Cassirer, Philos. Bibl. Bd. 107/108; I, S. 185) von
einem ,,Verhiltnis zwischen L und M, ohne dabei zu erwigen, welches
Glied das vorhergehende oder folgende, das Subjekt oder Objekt ist*.
,»Man kann nicht sagen, daB alle beide, L und M zusammengenommen,
das Subjekt fiir ein solches Accidens bilden, denn wir hitten dann ein
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Accidens in zwei Subjekten, das also gleichsam mit einem FuB im einen,
mit dem andern im anderen Subjekte stiinde, was mit dem Begriffe des
Accidens unvereinbar ist. Man muf3 demnach sagen, daB3 die Bezichung

. allerdings aufBlerhalb der Subjekte ist, daB sic aber, da sie weder
Substanz noch Accidens ist, etwas rein Ideelles sein muB, dessen Be-
trachtung jedoch darum nicht minder fruchtbar ist.* Die (ausgesprochene
oder stillschweigende) Voraussetzung, dafB jede Relation auf Eigen-
schaften fundiert sein miisse, hat in der Philosophie viel Unheil ange-
richtet. So ist freilich das Urteil, daB eine Rose verschiedenfarbig von
einer zweiten ist, darin gegriindet, daB die eine rot, die andere gelb ist.
Aber die Bezichung ,,der Punkt A liegt links von B* ist nicht auf einer
qualitativ zu kennzeichnenden Lage von A fiir sich und B fiir sich
fundiert. Das gleiche gilt fiir Verwandtschaftsbeziehungen. Die be-
kidmpfte Meinung stammt offenbar aus dem Reiche der Empfindungs-
daten, die freilich nur Beschaffenheit, nicht Relation geben konnen.
Darum bezeichnet Leibniz an der angefiithrten Stelle die Relation als
etwas rein Ideales. Der mehr als zweistelligen Beziehung geschieht in der
logisch-philosophischen Literatur kaum jemals Erwidhnung. — Die Ein-
fiihrung von Urteilsschemen mit Leerstellen ist ein wichtiger Fortschritt
der mathematischen iiber die traditionelle Logik ; sie werden in Analogie
zu den mathematischen Funktionen, die eine Zahl liefern, wenn man
ihre Argumente oder Leerstellen durch Zahlen ausfillt, hdufig auch
,,Urteilsfunktionen‘ genannt. — In den Axiomen der Arithmetik spielen
Operationen neben den Relationen eine Rolle, z. B. die Operation des
Addierens, welche aus zwei Zahlen a, b eine dritte a 4 b erzeugt. Wir
konnen diese Operation aber durch die Relation a + b = ¢ zwischen
drei Zahlen a, b, ¢ ersetzen; sie ist in bezug auf das Argument ¢ ,,ein-
deutig®, d. h. zu irgend zwei Zahlen a, b gibt es stets eine und nur eine
Zahl ¢, welche zu ihnen in der Beziehung a 4+ b = c¢ steht. Hierdurch
ordnen wir die genetische Konstruktion dem ruhenden Sein der Re-
lationen unter; spidter werden wir freilich gerade umgekehrt alle Re-
lationen durch konstruktive Prozesse ersetzen.

Folgendes sind die Prinzipien der Kombination von Beziehungen.

1. In einem Relationsschema mit mehreren Leerstellen kann
man einzelne dieser Leerstellen miteinander ,,zur Deckung
bringen*, identifizieren. — Aus dem Schema N(xy): x ist
Neffe von y, entsteht so z. B. N(xx): xist Neffe von sich selber.
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2. Negation. Zeichen: —. Aus N(xy) entsteht N (xy): x ist nicht
Neffe von y.

3. und. Zeichen: &. Aus N(xy) und V(xy): x ist Vater von y,
entsteht z. B. die Relation mit drei Leerstellen: V(xy) &
N(yz): x ist Vater von y und y Neffe von z. Es ist anzugeben,
welche Leerstellen der beiden verkniipften Schemata einander
decken. In der Symbolik wird dies durch die Wahl des glei-
chen Buchstabens fiir die Leerstellen zumAusdruck gebracht.

4. oder. Zeichen: v. V(xy) v N(yx): x ist Vater von y oder
y Neffe von x. Die Verkniipfung durch ,,oder* kann mittels
der Negation und der Verkniipfung durch ,,und* ausgedriickt
werden; und umgekehrt?).

S. Ausfiillung einer Leerstelle durch einen unmittelbar aufge-
wiesenen Gegenstand der zugehorigen Kategorie. V(ich, x)
bedeutet: ich bin Vater von x; dies ist das Schema jener
Figenschaft mit der einen Leerstelle x, die ausschlieBlich
meinen Kindern zukommt.

6. alle. Zeichen: Il;. Z. B. bedeutet IT,R(xy): alle x (der be-
treffenden Kategorie) stehen zu y in der Beziehung R(xy).

7. es gibt. Zeichen: 2. ZyR(xy) bedeutet: es gibt ein y, zu
welchem x in der Beziechung R(xy) steht. 2, und /7, sind
durch die Negation in gleicher Weise aufeinander reduzier-
bar wie v und &. Durch ein vorgesetztes Zeichen I, X,
mit dem Index x biit die dahinter stehende Leerstelle x
ihre Substitutionsfihigkeit ebenso ein wie durch die Aus-
fiillung nach 5. Im Dienste der letzten beiden Konstruktions-
prinzipien wird den unmittelbar gegebenen Relationen unse-
res Sachgebietes immer auch die zweistellige Relation der
logischen Identitdt x = y hinzuzufiigen sein.

1) Leibniz verwendet fiir ,,und*, ,,oder* die Zeichen - und +. Wir weichen
davon ab, um die Kollision mit dem arithmetischen plus und mal zu ver-
meiden. Ihre formale Analogie dazu tritt in dem von J. H. Lambert (Acta
erudit. 1765, S. 441) aufgestellten distributiven Gesetz

ab+c)=(@-b) +@-o0
zu Tage. Dem Leibnizschen Brauch schlieBt sich unsere Verwendung des
Produkt- und Summenzeichens I7 und X in 6. und 7. an.
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Beispiele. 1. (xg) bedeute: der Punkt x liegt auf der Geraden g. In der
ebenen Geometrie besteht die Parallelitit zweier Geraden, g || ¢’, nach
Euklid darin, daB sie keinen Punkt (x) gemein haben:

2. {(xg) &(xg")}

ist also die Definition der Beziehung g || g".

2. Die Aussage, da3 durch zwei verschiedene Punkte (x, y) stets eine
Gerade (g) geht, wire so zu schreiben:

I ((x=y) v 2 {(xg) &(¥9)})-

3. Im Gebiete der natiirlichen Zahlen heiBt p eine Primzahl, wenn es
keine von 1 verschiedenen Zahlen x und y gibt, welche zu ihr in der
Bezichung x - y = p stehen. Diese Eigenschaft von p, Primzahl zu sein,
ist so zu erkldren:

I, (x=1) v (y=1) v x-y=p).

Gehen wir von den unmittelbar gegebenen Grundrelationen
eines Sachgebietes aus, so gewinnen wir durch beliebige kombi-
nierte Anwendung dieser Prinzipien daraus neue ,,abgeleitete**
Relationen in unbegrenzter Fiille (zu denen natiirlich die Grund-
relationen auch mit dazu gerechnet werden). Insbesondere werden
wir unter ihnen solche mit nur einer Leerstelle antreffen, ,,abge-
leitete Eigenschaften“. Wie eine solche, E(x), als ,differentia
specifica‘ im Sinne der Aristotelischen Logik dazu dient, aus dem
,.genus proximum‘* derjenigen Gegenstandskategorie, -auf welche
sich ihre Leerstelle x bezieht, einen neuen Gegenstandsbegriff zu
bilden, wird durch das Beispiel 3. der Definition von ,,Primzahl*
hinreichend deutlich sein. Unter den abgeleiteten Urteilsschemen
treten ferner auch solche auf, welche iiberhaupt keine Leerstelle
mehr besitzen, Beispiel 2: das sind die ,,einschidgigen Urteile*
unseres Sachgebietes. Wenn wir von jedem dieser Urteile wiiBten,
ob es wahr ist oder nicht, so besidBen wir eine vollkommene Kennt-
nis iiber die Gegenstiinde der zugrunde gelegten Kategorien hin-
sichtlich der an ihnen unmittelbar aufgewiesenen Grundrelationen.
Die logische Struktur eines solchen Urteils kann zureichend nur
dadurch beschrieben werden, daB man angibt, in welcher Weise,
Reihenfolge und Kombination unsere 7 Prinzipien an seinem Auf-
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bau aus den Grundrelationen beteiligt sind. Von der alten Lehre,
daB ein Satz immer aus Subjekt, Prddikat und Kopula bestehe,
sind wir hier unendlich weit entfernt. Die dargelegte Syntax der
Relationen gibt einen festen Ausgangspunkt fiir eine logische Kritik
der Sprache.

Vgl. z. B. die Ausfithrungen von Russell (Einfitlhrung in die mathe-
matische Philosophie, deutsch Miinchen 1923, Kap. 16) iiber den nicht
deiktisch gebrauchten bestimmten Artikel (wie im Satz: die durch die
beiden voneinander verschiedenen Punkte 4, B hindurchgehende Gerade
geht auch durch C hindurch). — Generell heiBt ein Urteil, bei dessen
Aufbau niemals das Prinzip 5. der Ausfiillung durch einen unmittelbar
aufgewiesenen Gegenstand (,,dieser da‘‘) herangezogen wird. Der Gegen-
satz dazu ist partikuldr. (Man konnte noch unterscheiden den rein parti-
kuldren Fall, wo nur 5., niemals I7; oder 2 zur Ausfiillung verwendet
wird, von dem ,,gemischt generell-partikuldren.) Ein Gegenstand a er-
weist sich als Sonderwesen, wenn er durch eine einschligige generelle
Eigenschaft vollstindig gekennzeichnet ist; d.h. wenn unter Aus-
schaltung des Prinzips 5. eine Eigenschaft konstruiert wurde, welche
dem Gegenstand a, aber keinem anderen der betreffenden Kategorie
zukommt. Existenz ist aussagbar nur von etwas so durch eine Eigen-
schaft Beschriebenem, nicht von etwas Genanntem, 2 trigt notwendig
eine Leerstelle als Index (zur Kritik des ontologischen Gottesbeweises
verwertbare Bemerkung). Innerhalb des Zahlenreiches ist 1 ein Sonder-
wesen, weil 1 die einzige Zahl ist, welche auf keine andere folgt. Alle
Zahlen der Zahlenreihen sind Sonderwesen. Hierauf beruht in erster Linie
das Gefiihl des Geheimnisvollen an der Zahl, die Zahlenmagie: da} in
der Zahlenreihe der Geist aus sich eine unendliche Mannigfaltigkeit
wohlcharakterisierter Sonderwesen erzeugt; nachfiithlbar auch fiir uns
z. B. in dem undurchsichtigen Gesetz der Verteilung der Primzahlen.
Nicht minder beruht aber auf der freien Herstellbarkeit und dem indi-
viduellen Charakter der Zahlen ihre Verwendung zur exakten theore-
tischen Erfassung des Wirklichen. Fiir die Punkte im Raume trifft das
genaue Gegenteil zu: Eine aus den geometrischen Grundrelationen ohne
Aufweisung einzelner Punkte, Geraden oder Ebenen abgeleitete Eigen-
schaft, die einem Punkte zukommt, kommt auch jedem andern zu. In
dieser begrifflichen spiegelt sich die anschauliche Homogenitit des
Raumes wieder. Eben hierauf zielt die das Wesen ,,dhnlicher* Figuren in
der Geometrie prinzipiell erfassende Leibnizsche Erklirung: ,,Ahnlich
ist das, was fiir sich beobachtet nicht voneinander unterschieden werden
kann.”* (Mathemat. Schriften, ed. Gerhardt, V, S. 180.)
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2. Die aufbauende mathematische Definition

Neben der im ersten Paragraphen besprochenen kombinato-
rischen Definition abgeleiteter Relationen verfiigt die Mathematik
iiber eine schopferische, neue ideale Gegenstinde erzeugende De-
finition. So erklirt man in der ebenen Geometrie auf Grund der
in den geometrischen Axiomen auftretenden dreistelligen Punkt-
relation der Kongruenz OA4 = OB den Begriff des Kreises folgen-
dermaBen: Ein Punkt O und ein von ihm verschiedener Punkt 4
bestimmen einen Kreis, den ,,Kreis um O durch A*. DaB ein
Punkt P diesem Kreise angehore, soll besagen, dal 04 = OP
ist. — Es ist fiir den Mathematiker ganz gleichgiiltig, was Kreise
sind; es ist allein wichtig zu wissen, auf welche Weise ein Kreis
gegeben werden kann (ndmlich durch O und A4), und was es heiBt,
daB ein Punkt P dem so gegebenen Kreise angehdre. Nur in Aus-
sagen der letzten Form und solchen, die auf Grund ihrer explizit
definiert sind, tritt der Begriff des Kreises auf. Darum ist der Kreis
um O durch 4 dann und nur dann mit dem Kreise um O’ durch 4’
identisch, wenn alle Punkte, welche dem ersten Kreise angehdren,
auch dem zweiten angehoren und umgekehrt. Die geometrischen
Axiome lassen erkennen, daB3 dieses auf die unendliche Mannig-
faltigkeit aller Punkte bezugnehmende Kriterium durch ein end-
liches ersetzt werden kann: O' muf3 mit O zusammenfallen und
0OA’ = 0A sein.

Weitere Beispiele. 1. Niemand kann erkldren, was eine Funktion ist.
Aber: ,,Eine Funktion f ist gegeben, wenn auf irgendeine bestimmte
gesetzmaBige Weise jeder reellen Zahl a eine Zahl b zugeordnet ist
(wie z. B. durch die Formel » = 2 a + 1). Man sagt dann, b sei der
Wert der Funktion f fiir den Argumentwert a.“ Infolgedessen gelten
zwei (auf verschiedene Weise definierte) Funktionen als gleich, wenn fiir
alle moglichen Argumentwerte a die zugehdrigen beiden Funktionswerte
stets zusammenfallen.

2. In der euklidischen Geometrie sind die ,,unendlich fernen Punkte*,
in denen sich angeblich parallele Gerade schneiden, solche durch die
schopferische mathematische Definition zu den wirklichen Punkten hin-
zugefiigte ideale Elemente. Allgemeiner kann man auf diese Weise von
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den geometrischen Gebilden eines begrenzten allein zugédnglichen Raum-
stiicks R aus die unzuginglichen als ideale Punkte einfiihren (einschlie3-
lich der unendlich fernen) und so das begrenzte Raumstiick zum voll-
stindigen Raum der projektiven Geometrie ideal erweitern. Es gilt hier,
durch geometrische Konstruktionen in R zu erkennen, wann mehrere
wirkliche, d. i. R durchsetzende Gerade von dem gleichen idealen Punkte
ausstrahlen. Man definiert diesen Punkt am einfachsten als Scheitel einer
(aus wirklichen Geraden gebildeten) dreiseitigen Ecke. So kommt man
zu der Erkldrung: ,,Drei nicht in einer Ebene liegende Gerade a, b, c,
die aber zu je zweien in einer Ebene liegen, bestimmen einen ,idealen
Punkt‘ [a b ¢]. DaB die Gerade g durch diesen Punkt hindurchgehe, soll
besagen, daB g mit a in einer Ebene liegt, ebenso g mit b, ebenso g mit ¢.*
Daraus ergibt sich wieder, wann zwei derartige ideale Punkte als iden-
tisch zu betrachten sind. Jedem wirklichen Punkt p entspricht ein und
nur ein idealer Punkt sz von der Beschaffenheit, daB jede durch p gehende
Gerade im Sinne unserer Definition durch 7 hindurchgeht. So kann man
einen Teil der idealen Punkte mit den wirklichen Punkten identifizieren.
(Vgl. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie 1882, S.40.) Nach
dem gleichen Schema vollzieht die Mathematik stets die Erweiterung
eines zunichst vorliegenden Operationsbereiches durch ideale Elemente;
es geschicht das, um die Giiltigkeit einfacher Gesetze zu erzwingen.
So hat die Hinzufiigung der unendlich fernen Punkte zur Folge, da3
nicht bloB zwei verschiedene Punkte stets durch eine Gerade verbunden
werden konnen, sondern auch zwei verschiedene Gerade, die derselben
Ebene angehoren, sich stets in einem Punkte schneiden. Die Einfiithrung
des Imagindren in die Geometrie zur Erzwingung einfacher allgemein
giiltiger Schnittpunktsidtze im Gebiet der algebraischen Kurven und
Flichen, die Einfithrung der idealen Zahlen in die Zahlentheorie durch
Kummer zur Wiederherstellung der beim Ubergang von den rationalen
zu den algebraischen Zahlen zunichst verloren gehenden Teilbarkeits-
gesetze sind wohl die glinzendsten Beispiele fiir die Fruchtbarkeit dieser
Methode der idealen Elemente.

Fin Sonderfall davon ist das Verfahren der Definition durch
Abstraktion. Eine zweistellige Bezichung a ~ b in einem Objekt-
bereich heiBt eine Aquivalenz (eine Beziehung vom Charakter der
Gleichheit), wenn allgemein folgendes gilt:

l.a~ a;
2.ist a ~ b, so auch b ~ a (Kommutativitit);
3.ista~ b, b ~ ¢, so auch a ~ ¢ (Transitivitat).
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Durch die Ubereinkunft, zwei Dinge a, b dann und nur dann als
voneinander verschieden zu betrachten, wenn sie nicht der Aqui-
valenzbeziehung a ~ b geniigen, entsteht aus dem urspriinglichen
,»,durch Abstraktion** ein neuer Objektbereich.

Beispiele und Erliuterungen. 1. Die Ahnlichkeit geometrischer
Figuren ist eine Aquivalenz. Man schreibt jeder Figur eine be-
stimmte ,,Gestalt* zu, und zwei Figuren haben dann und nur dann
dieselbe Gestalt, wenn sie zueinander dhnlich sind. In mehr philo-
sophischer Ausdrucksweise pflegt man zu sagen: der Begriff der
Gestalt entsteht aus dem der Figur, indem man von Lage und
Grofle abstrahiert. Erkenntnispraktisch bedeutet die Aufstellung
eines solchen abstrahierten Begriffes, daBl ausschlieBlich invariante
Eigenschaften und Beziehungen zwischen den urspriinglichen Ob-
jekten in Betracht gezogen werden sollen. R(xy) ist gegeniiber der
Aquivalenz ~ invariant, wenn mit R(ab) allemal auch R(a’d’)
besteht, falls a’ ~ a, b’ ~ b ist. 2. Zwei Mengen A4 und B von
Gegenstinden (etwa die Personen und Stiihle in einem Saal)
nennen wir gleichzahlig, A ~ B, wenn es moglich ist, die Elemente
von A mit den Elementen von B beiderseits eindeutig zu paaren
(wenn es moglich ist, auf jeden Stuhl eine Person zu setzen, so daf3
kein Stuhl frei bleibt, aber auch jede Person einen Platz bekommt).
Die Gleichzahligkeit ist offenbar eine Aquivalenz. ,,Jede Menge
bestimmt eine Anzahl; zwei Mengen dann und nur dann dieselbe
Anzahl, wenn sie gleichzahlig sind.* (Diese Erkldrung findet sich
schon bei Hume, Treatise on Human Nature, Teil III, Abschn. 1)%).
In nachldssigerer Form pflegt man das so auszudriicken, daB3 die
Anzahl aus der Menge entsteht, wenn man von der Natur ihrer
Elemente abstrahiert und lediglich ihre Unterschiedenheit festhalt.
Der zuweilen gemachte Einwurf, da3 alle Elemente, wenn man
sie zu bloBen Einsen degradiert, in eines zusammenfielen, wird
durch die obige priazise Formulierung abgeschnitten.

An diesem Beispiel der Anzahl moge gezeigt werden, inwiefern die

1) Es lohnt sich, die Stelle zu zitieren: ,,When two numbers are so
combined, as that the one has always an unit answering to every unit of the
other, we pronounce them equal; and it is for want of such a standard of
equality in extension, that geometry can scarce be esteemed a perfect and
infallible science.*



Die aufbauende mathematische Definition | 25

Definition durch Abstraktion ein Sonderfall der schopferischen Defini-
tion ist. Thr ordnet sie sich in folgender Gestalt unter: ,,Jede Menge 4
bestimmt eine Anzahl (4). DaB die belicbige Menge M aus (4) Ele-
menten bestehe, soll besagen, dal M mit A4 gleichzahlig ist.* Danach
stimmt die Anzahl (4) mit der Anzahl (B) iiberein, wenn jede Menge M,
welche ~ A ist, auch ~ B ist, und umgekehrt. Nach den an die Aqui-
valenz gestellten Forderungen 2) und 3) ist dies aber dann und nur dann
der Fall, wenn A ~ B ist. Endlich garantiert die Forderung 1) dafiir,
daB insbesondere die Menge A selber aus (4) Elementen besteht. —
3. Zwei ganze Zahlen heiBen nach Gauf kongruent modulo 5, wenn ihre
Differenz durch 5 teilbar ist. Die Kongruenz ist eine Bezichung vom
Charakter der Gleichheit; durch die zugehorige Abstraktion entstehen
aus den ganzen Zahlen die Kongruenzzahlen mod. 5. Da die Operationen
der Addition und Multiplikation invariant sind gegeniiber der Kon-
gfuenz, so erhilt man auf diese Weise einen endlichen Bereich aus nur
5 Elementen, innerhalb dessen sich ebenso Algebra treiben 148t wie im
unendlichen Bereich der gewohnlichen rationalen Zahlen. Z. B. ist hier
2+4+4=1, 3-4 =2 (mod. 5). Nicht nur Subtraktion, sondern auch
Division 148t sich ausfiihren, weil 5 eine Primzahl ist. Dieses Beispiel ist
fir die Zahlentheorie von fundamentaler Bedeutung. — 4. Auch die
wichtigsten physikalischen Begriffe entstehen nach dem Schema der
mathematischen Abstraktion. Wir kommen darauf im naturwissenschaft-
lichen Teil gelegentlich des Messens zuriick.

Das Prinzip der Definition durch Abstraktion finde ich bei Leibniz
angedeutet in dem fiinften der Briefe an Clarke. Er sagt da (Auswahl
v. Cassirer, 1, S. 185): ,,Im iibrigen habe ich es hier ungefihr so gemacht
wie Euklid: der, da er den Begriff des geometrischen Verhdltnisses im
absoluten Sinne nicht recht definieren konnte, bestimmte, was unter
gleichen Verhiltnissen zu verstehen ist.* Und kurz vorher (a.a. O.,
S. 183):,,Der Geist aber ist mit dieser Ubereinstimmung nicht zufrieden;
er sucht eine Identitit, ein Ding, das wahrhaft dasselbe wire, und er
stellt es sich wie auBerhalb der Subjekte vor.” In der Mathematik ist
das Prinzip erst im 19. Jahrhundert, und zwar in der vielgestaltigsten
Form, zu entscheidender Wirksamkeit gekommen. In seiner Aligemein-
heit bewuBt formuliert findet es sich bei Pasch (1882) an einer schon oben
zitierten Stelle, noch klarer bei Frege, Die Grundlagen der Arithmetik,
Breslau 1884, §§ 63—68. Vgl. ferner Helmholtz, Zihlen und Messen
(1887), Wissenschaftliche Abhandlungen Bd. 3, S. 377.

Neben die hier besprochene mathematische Form der Abstraktion
wird man geneigt sein, eine originidre Abstraktion zu stellen. Ich kann
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an einer Blume das abstrakte Moment der Farbe als solches herausheben;
dies ist hier das Primire, das ev. sich darauf griindende Urteil, daB zwei
Blumen die gleiche Farbe rot haben, das Sekundidre. Wahrend bei der
mathematischen Abstraktion die Gleichheit das Priméire ist, das Mo-
ment aber, in bezug auf welches Gleichheit stattfindet, erst aus der
Gleichheitsbeziehung gewonnen wird. Aber ich kann auch die Zahlen
derselben Kongruenzklasse mod. 5 dadurch charakterisieren, daB3 sie
alle bei der Teilung durch 5 denselben Rest lassen, die Ahnlichkeit zweier
Dreiecke dadurch, daB sich an beiden dieselben MaBzahlen der Winkel
und der Seitenverhéltnisse ergeben. Das allgemeine Konstruktionsver-
fahren des Restes bzw. dieser MaBzahlen tritt an Stelle des Moments
,,Farbe*, die Identitit seines Resultates an zwei Objekten an Stelle des
identischen ,,rot* an zwei Sinnendingen. Die origindre ordnet sich also
der mathematischen Abstraktion unter. Das Gemeinsame aller kon-
gruenten Dreiecke, das Gemeinsame aller am gleichen Orte sich befinden-
den Kérper aber bin ich nicht imstande durch ein objektives Merkmal
zu bezeichnen (dies letzte Beispiel hat Leibniz a. a. O. im Auge), sondern
nur durch den Hinweis: diesem Dreieck kongruent, an diesem Orte be-
findlich. Unsere Frage hiingt hier mit dem Relativitdtsproblem zusam-
men (§13), dem Gegensatz zwischen begrifflicher Definition und an-
schaulicher Aufweisung. Im einen und im andern Fall bleibt aber die
Umwandlung des gemeinsamen Merkmals in ein ideales Objekt, z. B.
der Eigenschaft rot in eine gegenstindliche ,,rote Farbe*, an welcher die
roten Dinge ,,teilhaben®, ein wesentlicher Schritt (Platos uédeéis).
Jeder in einer vorliegenden Gegenstandskategorie sinnvollen
Eigenschaft E(x) ordnen wir eine Menge zu, ,,die Menge der
Dinge x, welche die Eigenschaft E besitzen*‘. So sprechen wir von
der Menge aller geraden Zahlen, von der Menge der Primzahlen,
von der Menge aller auf einer gegebenen Geraden liegenden Punkte.
Die Vorstellung, daB eine solche Menge durch Kolligieren aus
ihren einzelnen Elementen zusammengebracht wire, ist durchaus
fernzuhalten. DaB3 wir die Menge kennen, soll nichts anderes be-
sagen, als daB uns eine fiir ihre Elemente charakteristische Eigen-
schaft gegeben ist. Nur bei endlichen Mengen besteht neben der
generellen die Moglichkeit einer individuellen Beschreibung, durch
Aufzeigung jedes einzelnen ihrer Elemente. [Ubrigens 148t sich
formal diese der gesetzmiBigen Beschreibung unterordnen: die aus
drei vorliegenden Gegenstiinden a, b, ¢ gebildete Menge entspricht
der Eigenschaft, a oder b oder ¢ zu sein: (x =a) v (x =b) v
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(x = ¢).] Zwei Eigenschaften E und E’ korrespondiert aber unter
Umsténden dieselbe Menge; nimlich dann, wenn jeder Gegen-
stand (unserer Kategorie), dem die Eigenschaft F zukommt, auch
die Eigenschaft E’ hat und umgekehrt. Fiir die Identitit zweier
Mengen ist also, im Gegensatz zu den Eigenschaften, nicht ent-
scheidend, wie sie (mit Hilfe der in § 1 aufgezihlten Prinzipien aus
den Grundrelationen) definiert sind, sondern allein der aus dem
Sinne nicht abzulesende, auf ein Reich existierender Gegenstinde
sich beziehende sachhaltige Umstand, ob jedes Element der einen
Menge auch Element der andern ist und umgekehrt. FaBt man den
Mengenbegriff in dieser Weise, so sicht man, daB die schopferische
Definition nichts anderes ist als der Ubergang von der Eigenschaft
zur Menge, daB also die mathematische Uberbauung durch neue
Klassen idealer Objekte sich allgemein als Mengenbildung kenn-
zeichnen 14Bt. Es hat jetzt nichts AnstoBiges mehr, den Kreis um
O durch A als die Menge aller Punkte P zu bezeichnen, deren
Entfernung von O gleich OA ist, die Farbe eines Gegenstandes als
die Menge aller mit ihm gleichfarbigen Dinge, die Anzahl 5 als die
Menge aller derjenigen Inbegriffe, welche mit dem vorgewiesenen
Inbegriff der Finger meiner rechten Hand gleichzahlig sind. Es ist
freilich eine Illusion — der sich Dedekind, Frege und Russell eine
Zeitlang hingaben, weil sie sich offenbar die ,,Menge‘“ doch als ein
Kollektivum vorstellten —, wenn man meint, damit die idealen
Objekte konkret gefal3t zu haben. Es ist eher umgekehrt so, daf
durch das Prinzip der schopferischen Definition der Sinn des all-
gemeinen Mengenbegriffs aufgekldrt und vor falschen Deutungen
geschiitzt wird. Die zur Erschaffung neuer Abstrakta @ benutzten
Eigenschaften hingen im allgemeinen von einem oder mehreren
Argumenten u,v,... ab, die in gewissen Objektbereichen frei
variieren kénnen: @ ist eine Funktion von u, v, .... So wird bei der
Definition des Kreises die dreistellige Punkirelation OP = OA als
eine von O und A abhingige Relation (Eigenschaft) mit der einen
Leerstelle P aufgefaBBt; der ,,Kreis um O durch 4 ist eine Funktion
von O und A. Wichtig sind solche Fille, wo das transfinite, an die
Allheit eines Reiches existierender Gegenstinde appellierende Kri-
terium fiir die Ubereinstimmung zweier Werte des Abstraktums,
Dw,v,..)und @@, v, ...), auf Grund allgemein giiltiger Tat-
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sachen in ein finites, am Sinn der definierenden Relation abzu-
lesendes umgewandelt werden kann, wie das beim Kreise der Fall
war und bei den Definitionen durch Abstraktion. — Statt durch
Eigenschaften konnen die idealen Elemente auch durch Relationen
definiert sein. Wollen wir auch hier die mengentheoretische Aus-
drucksweise beibehalten, so miissen wir jeder zweistelligen Relation
R z. B. eine ,,zweistellige Menge* (R) entsprechen lassen; derart
daB (R) mit (R’) identisch ist, wenn bei beliebigen Elementen a, b
von den beiden ‘Aussagen R(a, b), R'(a, b) niemals die eine wahr,
die andere falsch ist. Die endgiiltige Fassung des Prinzips der
schopferischen Definition ist danach die folgende: Eine Relation
R(xy../uv..), unter deren Leerstellen einige xy... von den andern
uv... abgesondert sind, bestimmt ein von uv... abhdngiges Abstrak-
tum ©(uv...); es ist dann und nur dann @ (uv...) = PW'v'...), wenn
Gegenstinde x, y, ... der betreffenden Kategorien, welche zu u, v, ...
in der Relation R stehen, immer auch zu v', v, ... in dieser Relation
stehen, und umgekehrt.

3. Das logische Schlieen

Nachdem das Definieren besprochen ist, kommen wir zum
Beweisen. Macht man einen geometrischen Satz zu einem hypo-
thetischen Urteil, dessen Vordersatz aus den sdmtlichen geome-
trischen Axiomen besteht, und ersetzt im Geiste die abkiirzenden
Ausdriicke durch das, was sie laut Definition bedeuten, so entsteht
ein ,, formal giiltiges*, ,,analytisches* Urteil, dessen Wahrheit an
den Sinn der darin eingehenden Begriffe: Punkt, Gerade, Ebene,
liegt auf, zwischen, kongruent, in keiner Weise gebunden ist. In
der Logik des SchlieBens handelt es sich darum, diejenigen Urteils-
strukturen zu kennzeichnen, welche die formale Giiltigkeit des
Urteils bedingen. Barbara, Baralipton usw. helfen dazu nicht viel.
Leibniz sah in der Lehre von den ,,argumens en forme** une espéce
de Mathématique universelle, dont [I’importance n’est pas assez
connue (Nouveaux Essais, L. IV, ch. XVII, § 4).

Denjenigen Teil der Logik, welcher ausschlieBlich mit den
logischen Verkniipfungen ,,nicht®, ,,und®, ,,oder* operiert, wollen
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wir als finite Logik der transfiniten gegeniiberstellen, die sich dar-
iiber hinaus der Aussageoperationen ,,es gibt* und ,,alle* bedient.
Der Grund fiir diese Einteilung ist der folgende. Liegen vor mir
mehrere Stiicke Kreide, so ist die Aussage ,,Alle diese Stiicke sind
weilB* nur eine Abkiirzung fiir die Aussage: Dies Stiick ist weill &
dies Stiick ist weil & ... (indem ich eines nach dem andern vor-
zeige); ebenso ist ,,es gibt unter ihnen ein rotes* ein abkiirzender
Ausdruck fiir: Dieses ist rot v dieses ist rot v .... Aber nur bei
endlichen Mengen, deren Elemente aufgewiesen sind, ist eine der-
artige Interpretation moglich. Fiir unendliche Mengen liegt im
Sinne des ,,alle” und ,,es gibt® ein tiefes Problem verborgen,
welches das Zentrum der Mathematik, das eigentliche Geheimnis
des Unendlichen beriihrt; es wird sich uns im nachfolgenden
Kapitel entfalten. Die Dinge stehen hier analog wie bei dem Uber-
gange von den endlichen zu den unendlichen Summen; der letzteren
Sinn ist an besondere Konvergenzbedingungen gebunden, und
man kann mit ihnen nicht in jeder Hinsicht so operieren wie mit
den endlichen.

Im Aussagekalkiil ist es zweckmiBig, neben den Zeichen fiir
,.hicht®, , und*, , oder* noch das Symbol a — b, lies: aus a folgt b,
einzufithren. Es meint nichts anderes als a v b (a gilt nicht oder
b gilt) und bezeichnet keinen dariiber hinausgehenden tieferen
Zusammenhang zwischen den Aussagen a und b.

Es wiirden iibrigens zwei der vier Zeichen —, &, v, — genligen;
fiir den Aussagekalkiil wihlt man zweckmiBig— und —. Ja, man findet
sogar mit einem Zeichen a/b sein Auslangen, das die Unvertraglichkeit
der Aussagen o und b bedeutet (a v b). An Stelle von

a, a— b, a &b, av b
kann man ndmlich schreiben
aja, a/(b/b), (a/b)/(afb), (a/a)/(6/D).

Doch wollen wir hier um der Ubersichtlichkeit willen alle vier Zeichen
nebeneinander benutzen.

In einer finit-logischen Formel sind die Buchstaben (?,Aussage-
variablen*), fiir welche beliebige Aussagen (Urteile ohne Leer-
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stellen) eingesetzt werden diirfen, verkniipft durch jene vier Zeichen
—, &, v, —. Beispiel:

b—>(a—D).

Es gibt eine allgemeine Vorschrift, nach der man einer solchen
Formel ihre formale Giiltigkeit ansehen kann. Man erteile nimlich
den vorkommenden Buchstaben einen der Werte ,,wahr* W oder
»falsch** Fin allen moglichen Kombinationen und bestimme jedes-
mal den Wert der gesamten Formel nach der folgenden Anweisung
fiir die Wertbestimmung der Verkniipfungen:

a—>D) a

g
=B B

les|

Mgl E]e

o E|m|E]|s

g2l
| | (S e
Mg S| E|<

(Die Anzahl der durchzuprobierenden Kombinationen betrigt
z.B., wenn in die Formel 5 verschiedene Aussagevariable ein-
gehen, 25.) Ergibt sich als Wert der Formel in jedem Falle W, so
ist sie formal giiltig. Diese Vorschrift, von der man sagen kann,
daB sie auf dem Satze des Widerspruchs und dem tertium non datur
basiert sei, will ich kurz ,,die finite Vorschrift* nennen.

Beispiel: b — (a - b).

a b a—=>b |b—>(a—>bH)
w w w w
w F F w
F W W \%%
F F w w

Auf dieser Stufe kann man es einer Behauptung also direkt an-
sehen, man kann es durch ein kombinatorisches Verfahren nach
festem Schema entscheiden, ob sie eine logische Folge gewisser
anderer Sétze ist, wenn Voraussetzung und Behauptung aus Ur-
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teilen a, b, ... (gleichgiiltigen Sinnes) durch die vier Operationen
—, —, &, v zusammengebaut sind.

Dies wird vollig anders, sobald ,,es gibt“ und ,,alle* hinzu-
treten (mit ihnen halten auch die Leerstellen ihren Einzug in die
Formeln). 2, und II; zwingen zur Konstruktion: wir stellen einige
formal giiltige Grundformeln als logische Axiome auf und geben
eine Regel an, durch welche aus formal giiltigen Urteilen neue
formal giiltige Urteile hervorgehen. Die Regel ist keine andere als
die, nach welcher Logik auf alle theoretischen Wissenschaften
angewendet wird, der Syllogismus: Hast du ein Urteil % und ein
Urteil A — B, in welchem links von — das erste Urteil 9 auftritt,
so stelle das Urteil B hin. Alle Urteilsstrukturen, welche durch
wiederholte Anwendung dieser Regel, ausgehend von den logischen
Axiomen, gewonnen werden, haben analytischen Charakter, ohne
daB es moglich wire, unabhingig von der konstruktiven Erzeugung
der einzelnen Strukturen ihre unendliche Mannigfaltigkeit de-
skriptiv zu kennzeichnen. Daher die Notwendigkeit des Beweises
Schritt fiir Schritt. So kann man mit einem von J. Fries in etwas
anderem Sinne gepridgten Wort sprechen von einer ,,urspriing-
lichen Dunkelheit der Vernunft*“. Wir haben die Wahrheit nicht,
sondern sie will durch Handeln gewonnen sein.

Galilei (Dialogo, Opere complete, Firenze 1842/56, Bd. I, S. 116)
spricht einen verbreiteten Gedanken aus, wenn er hierin den Unterschied
der menschlichen von der gottlichen Erkenntnis sieht: ,,Wir gehen mittels
schrittweiser Erorterung weiter von Schluf3 zu Schluf3, wihrend Er durch
bloBe Anschauung begreift. So beginnen wir z. B., um die Kenntnis
einiger Eigenschaften des Kreises zu gewinnen, deren er unendlich viele
besitzt, bei einer der einfachsten, stellen sie als seine Definition hin und
gehen von ihr aus durch Schliisse zu einer zweiten iiber, von dieser zu
einer dritten, sodann zu einer vierten usw. Der gottliche Intellekt hin-
gegen begreift durch bloBe Erfassung seines Wesens ohne zeitliches Er-
wigen die unendliche Fiille seiner Eigenschaften* (intensive, der objek-
tiven GewiBheit nach, aber stehe in jeder gewonnenen mathematischen
Einsicht der menschliche Intellekt dem gottlichen nicht nach).

Uber ,,es gibt“ und ,,alle*, X, und I, kdnnen wir zunichst
die beiden folgenden Axiome aufstellen, in denen fiir a(x) ein
beliebiges Urteilsschema mit der einen Leerstelle x gesetzt werden
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darf und fiir ¢ ein aufgewiesener Gegenstand der zugehorigen
Kategorie:

I. II.a(x)—a(c); II. a(e)»Z,.a(x).

Sie gestatten uns nur, aus der Altheitsaussage etwas zu folgern,
aber sie schildern noch nicht, wie man von andern Urteilen her
jemals auf eine Allheitsaussage schlieBen kann. Fiir das ,,es gibt*
verhilt es sich umgekehrt.

Das klassische Schulbeispiel eines Schlusses — () alle Menschen
sind sterblich, (8) Cajus ist ein Mensch; also (p) Cajus ist sterblich —
vollzieht sich bei uns in mehreren Stufen. M und .S mégen die Eigen-
schaften bedeuten, Mensch und sterblich zu sein, der Buchstabe ¢ den
Cajus. Er liefert

(@ M (M(x)-5(x))
in Verbindung mit I:
I, (M (x)- S (x))~(M ()~ S (c))
durch die SchluBregel die Aussage:
M(c)-S(c).
Aus (B): M(c) und dem vorigen Urteil abermals durch die SchluBregel:

(1) S().

So wie in (), kann sich das — mit dem ,,alle’ zu einem allgemeinen
hypothetischen Satz verbinden, an sich enthilt es die Idee der Allheit
nicht. Die Geltung eines allgemeinen Folgesatzes von der Form

I, (a(x)-b(x))

kann natiirlich verschiedene Fundamente haben. Wenn sie allein in den
logischen Axiomen liegen, driickt das Zeichen — eine rein logische
Folge aus; doch mag das Fundament auch in einem sachhaltigen Wesens-
gesetz, einem naturgesetzlich bestehenden Wirkungszusammenhang oder
einer empirischen RegelmiBigkeit liegen. Diese Bemerkung halte ich zur
Klirung der Frage fiir ausreichend, was das Verhiltnis von Ursache und
Wirkung mit dem von Grund und Folge zu tun hat. Doch bleibt das
Zeichen — alledem gegeniiber neutral,
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Die finiten logischen Axiome findet man aufgezihlt bei Ackermann,
Mathem. Annalen 93 (1924), S. 4; ferner in Grundlagen der Mathematik,
I, von D. Hilbert und P. Bernays, Berlin 1934, S. 66. Sie sind natiirlich
so gebaut, daB sich ihre formale Giiltigkeit aus der ,,finiten Vorschrift*
ablesen 14Bt. Man kann aber auch umgekehrt zeigen — doch erfordert
dies schon einen eigentlichen mathematischen, nicht ganz auf der Ober-
flache liegenden Beweis —, daB3 alle nur die Zeichen —, —, &, V ent-
haltenden logischen Formeln, welche nach der ,,finiten Vorschrift** for-
mal giiltig sind, aus diesen wenigen Axiomen durch Substitution und
wiederholte Anwendung der Syllogismenregel gewonnen werden kdnnen;
daher ist die Aufzihlung vollstindig. Die transfinite Axiomgruppe aber,
von der wir bis jetzt nur die beiden Axiome I. und IL. kennen, bleibt
ergdnzungsbediirftig.

Mit Hilfe der SchluBregel kann man aus den logischen Axiomen neue
abgeleitete Beweisregeln gewinnen. Jedes formal giiltige Urteil von der
Bauart Y — B (wo A und B aus den Aussagevariablen, den unbestimm-
ten Urteilen a, b, ... durch die logischen Zeichen zusammengebaut sind)
fiihrt ndmlich mit Hilfe des Syllogismus zu der Regel: Hast du ein Urteil
von der Gestalt %, so kannst du daraufhin das entsprechende Urteil von
der Gestalt B hinstellen. Umgekehrt hat auch die Syllogismusregel ihren
Représentanten unter den logischen Formeln:

a—((a—>b)-b).

Dennoch kommt man, da Konstruieren Handeln heiBt, mit Formeln
allein nicht aus, man braucht durchaus eine praktisch auszuiibende
SchluBregel. Das ist wohl der richtige Kern der Ansicht vom rnormativen
Charakter der Logik.

Kants Unterscheidung von analytischen und synthetischen Urteilen
(Kritik der reinen Vernunft, Einleitung) ist so unklar gefaBt, daB ein
Vergleich mit dem scharfen Begriff der formalen Giiltigkeit in der mathe-
matischen Logik — der letzten Endes durch die logischen Axiome
statuiert wird — nicht gut moglich ist. Hingegen deckt sich mit ihm die
Husserlsche Definition (Logische Untersuchungen, Bd.II, 2. Aufl.,
S. 254): ,,Analytische Gesetze sind unbedingt allgemeine Sitze, welche
keine anderen Begriffe als formale enthalten. Den analytischen Gesetzen
stehen gegeniiber ihre Besonderungen, welche durch Einfithrung sach-
haltiger Begriffe und ev. individuelle Existenz setzender Gedanken er-
wachsen. Wie iiberhaupt Besonderungen von Gesetzen Notwendigkeiten
ergeben, so Besonderungen analytischer Gesetze analytische Not-
wendigkeiten.‘
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4. Die axiomatische Methode

Die axiomatische Methode besteht einfach darin, die Grund-
begriffe und die Grundtatsachen, aus denen sich die sdmtlichen
Begriffe und Sitze einer Wissenschaft definitorisch bzw. deduktiv
herleiten lassen, vollstindig zu sammeln. Ist dies moglich, so nennt
Husserl das betreffende Sachgebiet definit. So steht es mit der Lehre
vom Raum. — Natiirlich kann ich aus den geometrischen Axiomen
nicht das Attraktionsgesetz herleiten. Darum mufBite oben genau
erklirt werden, was als einschligiges Urteil eines Sachgebietes zu
gelten hat, Ebenso wenig kann ich aus den geometrischen Axiomen
entscheiden, ob Ziirich von Hamburg weiter entfernt ist als Paris;
diese Frage handelt wohl von einer geometrischen Beziehung, aber
zwischen individuell aufgewiesenen Raumstellen. Was deduktiv
aus den Axiomen soll gefolgert werden konnen, sind also, genau
gesagt, die einschldgigen generellen wahren Urtteile.
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,,Hierauf beruht mithin diese ganze Kunst zu iiberzeugen. Sie ist in
zwei Grundsidtzen enthalten: alle Bezeichnungen, die man verwendet,
zu definieren; und alles zu beweisen, indem man im Geist die definierten
Ausdriicke durch die Definitionen ersetzt‘‘: so Pascal in einem Vortrag
iber den esprit géométrique (entnommen aus: K. Bornhausen, Pascal,
Basel 1920). Nur ist dies leichter gesagt als getan. Euklids ,,Elemente*
bringen noch keine vollstdndige Losung des Problems, die Geometrie zu
axiomatisieren. Er beginnt mit 6got, Definitionen; sie sind aber nur zum
Teil Definitionen in unserem Sinne, die wichtigsten vielmehr Deskrip-
tionen, Hinweise auf das nur in der Anschauung zu Gebende. Etwas
anderes ist ja in Wahrheit fiir die geometrischen Grundbegriffe wie
,,Punkt®, |, zwischen* usw. nicht moglich; fiir den deduktiven Aufbau
der Geometrie sind aber offenbar derartige Deskriptionen ohne Belang.
Es folgen unter dem Namen aitijuara einige geometrische Axiome, vor
allem das Parallelenaxiom: Gegeben eine Ebene E, in ihr eine Gerade g
und ein nicht auf der Geraden liegender Punkt p; alle in der Ebene E
gelegenen, durch den Punkt p hindurchgehenden Geraden, mit Ausnahme
einer einzigen, schneiden g. Endlich ein paar allgemeine Gréfenaxiome:
xowvai vvorac. In die geometrische Entwicklung spielen sie dadurch hinein,
daB spéter stillschweigend von gewissen geometrischen Beziehungen wie
der Kongruenz, der Flichengleichheit, angenommen wird, daB sie ihnen
geniigen. Hinter ihnen verbirgt sich also eine ungeklirte Fiille eigentlich
geometrischer Axiome. In den spiteren Biichern der ,,Elemente* wird
nach Bedarf die Liste der Axiome erginzt. Infolge der anschaulichen
Selbstverstdndlichkeit der geometrischen Grundsitze und der Unnatiir-
lichkeit einer rein logisch-deduktiven Haltung hat es groBe Miihe ge-
kostet, die geometrischen Axiome vollstindig herauszuschilen. In der
zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts ist hier die schon um 1830 von
Bolyai und Lobatschewsky aufgestellte ,,nichteuklidische Geometrie** die
treibende Kraft. Die verstecktesten, die Axiome der Anordnung, deckt
Pasch auf um 1880. Am Ende des Jahrhunderts ist das Ziel vollstindig
erreicht und findet einen klassischen Ausdruck in Hilberts ,,Grundlagen
der Geometrie““. Hilbert ordnet die Axiome in fiinf Gruppen: Axiome
der Verkniipfung (,,liegt auf*‘), der Anordnung (,,zwischen*), der Kon-
gruenz, der Parallelitdt und der Stetigkeit.

Das axiomatische Verfahren der Alten, das auBer FEuklid auch
Archimedes mit bewundernswerter Freiheit handhabt, wurde vorbildlich
fir die Begriindung der modernen Mechanik. Es beherrscht Galileis
Lehre von der gleichformigen und gleichfoérmig beschleunigten Bewe-
gung (Discorsi € dimostrazioni, 3. und 4. Tag), noch ausgesprochener
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Huyghens’ Aufstellung der Pendelgesetze im Horologium oscillatorium.
Vollig durchgefiihrt ist das Programm der Axiomatik in auBermathe-
matischen Wissensgebieten in neuerer Zeit an der Statik der starren
Korper, der Raum-Zeit-Lehre der speziellen Relativititstheorie und
andern Teilen der Physik.

Das Axiomensystem ist durch das behandelte Sachgebiet keineswegs
eindeutig bestimmt, sondern in der Wahl der Grundbegriffe und Grund-
tatsachen besteht immer eine gewisse Willkiir. Die Frage, ob sich hier
ein wesenhaft Originédres einem wesenhaft Abgeleiteten gegeniiberstellen
14B8t, liegt auBerhalb der Kompetenz des Mathematikers!). Die ur-
spriinglich gewéhlte Definition eines geometrischen Beziehungsbegriffes
kann mit gleichem Recht durch irgendein nach den Tatsachen der Geo-
metrie fiir das Bestehen der Beziehung notwendiges und hinreichendes
Kriterium ersetzt werden.

Ein Axiomensystem muf} unter allen Umstdnden widerspruchs-
los sein; d. h. es mufl GewiBheit bestehen, dal3 durch logisches
SchlieBen aus den Axiomen niemals eine Aussage a und durch
einen andern Beweis die entgegengesetzte Aussage a gewonnen
werden kann. Geben die Axiome die Wahrheit iiber ein Sachgebiet
wieder, so kann freilich an ihrer Widerspruchslosigkeit kein Zweifel
sein. Aber die Tatsachen stehen nicht immer so eindeutig Rede
und Antwort, wie wir es wohl wiinschen mochten; eine wissen-
schaftliche Theorie kann nicht getreue Wiedergabe des Gegebenen
sein, so wie es mir gegeben ist, sondern ist fast immer kiihne Kon-
struktion. Darum ist die Priifung auf Widerspruchslosigkeit eine
wichtige Kontrolle; sie ist in die Hinde des Mathematikers gelegt.
— Nicht unerldBlich, aber erwiinscht ist die Unabhdngigkeit der
einzelnen Axiome eines Axiomensystems. Es soll keine tiber-
fliissigen Bestandteile enthalten, keine Sitze, die auf Grund der
andern Axiome bereits beweisbar sind. Die Frage der Unabhingig-
keit hidngt mit der Widerspruchslosigkeit aufs engste zusammen;
denn daB der Satz a von gewissen vorliegenden Axiomen unab-
hingig ist, kommt darauf hinaus, daB der Satz a mit ihnen nicht in
Widerspruch steht.

Die Abhéngigkeit eines Satzes a von andern Aussagen 2 (einem
Axiomensystem) ist festgestellt, sobald der Beweis von a auf Grund

1) Zuweilen ist dies sicherlich der Fall. Unter den Verwandtschafts-
relationen sind Kindschaft und Ehe die wesenhaft urspriinglichen.
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jener andern Aussagen in concreto vorliegt. Zur Feststellung der
Unabhingigkeit aber gilt es die Einsicht zu gewinnen, daB durch
keine noch so weit getriebene Kombination der Schliisse jemals
der Satz a zustande kommt. Man verfiigt iiber drei Methoden,
dies Ziel zu erreichen; jede derselben kommt nach dem oben Ge-
sagten auch fiir den Nachweis der Widerspruchslosigkeit eines
Axiomensystems in Betracht.

1. Die erste beruht auf dem Grundsatz: wenn in a ein neuer
Urbegriff auftritt, der nicht auf Grund der in 9 vorkommenden
definiert ist, kann a nicht aus 9 erschlossen werden. Beispiel: Ein
Schiff ist 80 m lang und 20 m breit; wie alt ist sein Kapitin? —
Nur in den trivialsten Fillen kommt man mit diesem einfachen
Gedanken zum Ziel.

2. Die Konstruktion eines Modells: es werden Objekte und
Relationen aufgewiesen, welche bei geeigneter Namengebung die
sdamtlichen Aussagen A erfiillen, fiir welche aber a nicht gilt. Diese
Methode hat bisher den groBten Erfolg gehabt.

Das beriihmteste Beispiel liefert das Parallelenaxiom. Es wurde
von je her, schon im Altertum, nicht in demselben MaBe als evident
empfunden wie die iibrigen geometrischen Axiome. Um es sicher-
zustellen, bemiihte man sich jahrhundertelang, es auf Grund der
andern zu beweisen. Der Zweifel an seiner tatséchlichen Geltung
und dessen Uberwindung war hier also das treibende Motiv. DaB
die Bemiithungen immer wieder fehlschlugen, konnte als induktives
Argument fiir die Unabhingigkeit des Parallelenaxioms ange-
sprochen werden, wie das MiBllingen aller Bemiihungen um die
Konstruktion des perpetuum mobile ein induktives Argument fiir
die Giiltigkeit des Energiesatzes ist. Auch die Erbauer der nicht-
euklidischen Geometrie haben nichts anderes getan als die Folge-
rungen aus der zum Parallelenaxiom entgegengesetzten Annahme
gezogen, daf} in einer Ebene durch einen Punkt zu einer den Punkt
nicht enthaltenden Geraden ein ganzes Biischel nicht-schneidender
Geraden existiert, und dabei konstatiert, daB sich unter freier Be-
nutzung der iibrigen Axiome der euklidischen Geometrie kein
Widerspruch ergibt, soweit sie die Sache verfolgt hatten. Aber
Sicherheit fiir alle Zukunft besaBen sie nicht. Erst Klein gab ein
euklidisches Modell fiir die nicht-euklidische Geometrie an: die
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Objekte der euklidischen Geometrie selber erfiillen bei einer von
der iiblichen abweichenden Namengebung die nicht-euklidischen
Axiome. { sei eine Kugel im euklidischen Raum. Das Lexikon,
das die Ubersetzung in die nicht-euklidische Sprache bewerk-
stelligt, besteht aus wenigen (von uns durch Anfiihrungsstriche
gekennzeichneten) Vokabeln: Unter ,, Punkt* wird jeder Punkt im
Innern von & verstanden. DaB mehrere solche ,,Punkte** auf einer
,,Geraden’ liegen oder in einer ,,Ebene‘‘, daB3 ein ,,Punkt® ,,zwi-
schen'‘ zwei andern liegt, soll den gewohnlichen Sinn behalten.
,,Bewegung‘‘ heille jede Kollineation, welche die Kugel in sich
uberfiihrt, ,,kongruent* solche Figuren, welche durch ,,Bewegung*
auseinander hervorgehen. Fiir denjenigen, der an die Wahrheit
und damit an die Widerspruchslosigkeit der euklidischen Geo-
metrie glaubt, ist dadurch die Widerspruchslosigkeit, also die
Denkbarkeit der nichteuklidischen bewiesen.

Die Widerspruchslosigkeit der euklidischen Geometrie aber kann,
unabhéngig von dem Glauben an ihre Wahrheit und ihren nur in
der Raumanschauung aufzuweisenden Grundbegriffen, durch ein
arithmetisches Modell erhirtet werden. Die analytische Geometrie,
die am zweckmaiBigsten auf den Vektorbegriff gegriindet wird (§ 12),
hat ndmlich gezeigt, daB die euklidische Geometrie nur ein anderer
Ausdruck ist fiir die Tatsachen der linearen Algebra, die Theorie
der linearen Gleichungen. Die iiber die ,,affinen‘* hinausgehenden
,,metrischen‘ Begriffe werden dabei festgelegt mittels einer positiv-
definiten quadratischen Form, der metrischen Fundamentalform.
UbrigensmuB mandie Anzahlder Variablen (oder,,Unbekannten*)
auf 3 normieren, um zu der Geometrie des dreidimensionalen An-
schauungsraumes gefiihrt zu werden. Zahlenlehre und Geometrie
sind durch diese zwischen ihnen bestehende Korrespondenz so eng
miteinander verwachsen, daB3 wir uns heute auch in der reinen
Analysis bestindig geometrischer Termini bedienen. Jeder Wider-
spruch in der Geometrie miilte sich zugleich als ein Widerspruch
in der Arithmetik zu erkennen geben. Hierin erblicken wir eine
Reduktion, weil die Zahlen in ganz anderem Ma@e freies Erzeugnis
des Geistes und darum auch fiir den Geist durchsichtig sind als die
Objekte und Beziehungen des Raumes.

Die Beispiele machen deutlich, daB die Modellmethode nicht
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darauf angewiesen ist, iiber die zur Konstruktion des Modells be-
nutzten Objekte und Relationen die Wahrheit zu wissen, sondern
sie fithrt die Widerspruchslosigkeit eines Axiomensystems U (z. B.
des geometrischen) auf die eines andern B (z. B. des arithmetischen)
zuriick. Dies ist dann geleistet, wenn die Grundbegriffe des Sy-
stems A so mit Hilfe der Grundbegriffe des Systems B definiert
sind, daB die Axiome U eine logische Folge der Axiome B sind.
Um den inhaltlichen Sinn der Grundbegriffe in 2 und in B braucht
man sich dabei gar nicht zu kiimmern; die Belegung der aus B8
abgeleiteten Begriffe mit denjenigen Namen, welche die Grund-
begriffe in U tragen, ist rein willkiirlich.

Durch scharfsinnige Konstruktion geeigneter arithmetischer
Modelle hat Hilbert das logische Verhiltnis der einzelnen Teile des
geometrischen Axiomensystems zueinander weitgehend aufgeklért.

Wenn wir es nur mit einer endlichen Anzahl von Objekten zu
tun haben, die explizit nacheinander ausgewiesen und mit Sym-
bolen belegt werden, so konnen wir die Widerspruchslosigkeit da-
durch beweisen, daB3 wir fiir jeden einzelnen Schritt mittels den
Symbolen feststellen, ob die Grundrelationen gelten oder nicht.
Als Beispiel geben wir ein kombinatorisches Modell, das die Wider-
spruchslosigkeit der Inzidenzaxiome der ebenen projektiven Geo-
metrie (mit der einzigen Relation ,,Punkt liegt auf Gerader*)fest-
legt. Das Modell besteht aus sieben Symbolen fiir Punkte, 1, 2, 3,
4,5, 6, 7, ferner sieben Symbolen fiir Gerade, I, II, III, IV, V, VI,
VII; die Inzidenz wird durch die folgende Tafel definiert, in der *
etwa im Schnitt der Zeile 3 und Spalte VI bedeutet, daB3 Punkt 3
auf Gerader VI liegt:

I II II1 v A% VI VII

%* %* *

* % *

NN AW -
*
*
*
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Aus dieser Tafel werden zum Beispiel die Axiome bestitigt, daB
durch zwei beliebige, voneinander verschiedene Punkte genau
eine Gerade geht (das heif3t, zwei Zeilen enthalten genau ein Paar *
in der gleichen Spalte), ferner daB sich zwei beliebige, voneinander
verschiedene Gerade in genau einem Punkte schneiden!

Der Fall eines endlichen Systems nacheinander ausgewiesener
Objekte ist vergleichsweise trivial. In allen andern Fillen vermag
die Modellmethode lediglich die Widerspruchslosigkeit eines Sy-
stems auf die eines andern zu reduzieren. SchlieBlich muB einmal
der Beweis fiir ein Axiomensystem absolut gefiihrt werden. Fiir
den groBeren Teil der Mathematik und fiir die gesamte Physik
behandelt ein solches Grundsystem den Begriff der reellen Zahl.

3. Fiir das Ziel eines absoluten Beweises der Widerspruchs-
losigkeit steht uns nur die direkte Methode zur Verfiigung, welche
aus den Regeln des deduktiven SchlieBens heraus zeigen soll, daB
man niemals zu zwei entgegengesetzten Aussagen kommen kann.
Voraussetzung fiir ihre Durchfiihrung ist, daB diese logischen
Spielregeln vollstindig aufgezihlt sind (vgl. § 3), so daB man sie
auf die Sidtze, blind gegeniiber deren Sinn, wie die Regeln des
Schachspiels auf die Brettsteine, anwenden kann. Erst in den aller-
letzten Jahren hat Hilbert das Problem in Angriff genommen, auf
solchem Wege die Widerspruchsfreiheit der arithmetischen Axiome
sicherzustellen. (Wiirde eine neue evidentermaBen zwingendeWeise
des logischen SchlieBens entdeckt und damit das System der Spiel-
regeln erweitert, so miilte man bei einem nach der direkten Me-
thode erbrachten Beweis der Widerspruchsfreiheit darauf gefaBt
sein, daB er durch die neue Entdeckung hinfillig wird. Die Modell-
methode ist von den ,,Spielregeln‘‘ nicht abhingig.)

Ein Analogon aus dem Gebiete des Schachspiels ist etwa das folgende:
man soll einsehen, daB in einer den Regeln gemiB gespielten Schach-
partie, wie sie im einzelnen auch verlaufen mége, niemals eine Stellung
vorkommen wird, in welcher 10 Damen der gleichen Farbe auftreten.
Hier gelingt die ,,direkte Methode*, indem man aus den Zugregeln ab-
liest, daB ein Zug die Summe der Anzahl der Damen und der Bauern
einer Farbe nicht vergroBern kann; da sie am Anfange = 9 ist, bleibt
sie dauernd =< 9. — Die Methode 1. ist ein trivialer Sonderfall der

direkten. Aber um ihrer Einfachheit willen verdiente sie wohl besondere
Erwédhnung.
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Neben der Widerspruchsfreiheit und der Unabhéngigkeit wird man
von den Axiomen, die zur Grundlage einer Wissenschaft dienen sollen,
die Vollstandigkeit fordern. Was soll das heiBen? DaB sich fiir jede
generelle einschldgige Aussage a die Frage ,,gilt a oder a 7 durch logische
Schliisse auf Grund der Axiome miisse entscheiden lassen ? Dann garan-
tierte die Widerspruchsfreiheit, da3 man niemals zu beiden Aussagen
a, a gelangt, die Vollstindigkeit, daB man stets zu eirer von beiden ge-
langen kann. Die Vollstindigkeit in diesem Sinne wiirde nur durch die
Angabe einer das Beweisverfahren fest regelnden Methode verbiirgt wer-
den, die nachweislich fiir jedes einschligige Problem zur Entscheidung
fithrt. Die Mathematik wire damit trivialisiert. Aber ein solcher ,,Stein
der Weisen* ist bisher nicht gefunden worden und wird niemals ge-
funden werden. Die Mathematik besteht nicht darin, aus vorgegebenen
Voraussetzungen die logischen Folgerungen allseitiz zu entwickeln;
sondern die Anschauung, das Leben des wissenschaftlichen Geistes stellt
die Probleme, und diese lassen sich nicht wie Rechenaufgaben nach
festem Schema 16sen. Der deduktive Weg, der zu ihrer Losung fiihrt, ist
nicht vorgezeichnet, er ist zu entdecken; die mannigfaltige Verkniipfun-
gen mit einem Schlage iiberblickende Anschauung, Analogie und Er-
fahrung miissen uns dabei helfen. Es gibt, wie schon auf S. 31 erwihnt
wurde, kein deskriptiv zu fassendes Merkmal fiir die aus gegebenen
Prémissen beweisbaren Sitze; wir bleiben angewiesen auf die Konstruk-
tion. Praktisch unmoglich ist es, so vorzugehen wie Swifts Gelehrter,
den Gulliver im Lande Balnibarbi besucht: daB man namlich in syste-
matischer Ordnung, etwa nach der Anzahl der benétigten SchluBschritte,
alle Folgerungen entwickelt und die ,,uninteressanten® ausscheidet; wie
denn auch die groBen Werke der Weltliteratur nicht dadurch zustande
gekommen sind, dal man aus den 25 Buchstaben alle moglichen ,,Kom-
binationen mit Wiederholung® bis héchstens zur Anzahl 10%° gebil-

det, die sinnvollsten und schénsten davon ausgesucht und aufbewahrt
hitte.

Nimmt man mit dem Raume (wie mit einer ihn erfiillenden Plastelin-
masse) irgendeine stetige Deformation vor und versteht jetzt unter Ge-
raden, Ebenen und kongruenten Figuren solche Linien, Flichen und
Figuren, welche durch die Deformation aus wirklichen Geraden, wirk-
lichen Ebenen, tatsichlich kongruenten Figuren hervorgegangen sind,
so gelten offenbar auch fiir die neu eingefithrten Begriffe die simtlichen
Tatsachen der Geometrie. Es ist also unmdglich, das System derjenigen
Linien, welche durch irgendeine Raumdeformation aus den Geraden
entstehen, vom System der Geraden begrifflich zu unterscheiden.
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Dies fiihrt uns auf die fiir die ganze Erkenntnistheorie funda-
mentale Idee der Isomorphie. Es liege vor ein System 2; von Ob-
jekten (wie etwa die Punkte, Geraden, Ebenen der Geometrie) und
gewisse zugehorige Beziehungen R, R, ..., die Grundrelationen.
In einem zweiten System X, mOgen Bezichungen obwalten, die,
obwohl sie einen ganz andern Sinn haben, etwa durch gleiche
Namen den Beziehungen R, R’,... innerhalb des ersten Sach-
gebietes zugeordnet sind. Ist es dann moglich, gesetzmidBig die
Elemente des Systems 2] den Elementen des Systems X, eindeutig
so zuzuordnen, dal immer solchen Elementen in 2, zwischen
denen die Bezichung R oder R’ ... besteht, Elemente in X, korre-
spondieren, zwischen denen die gleichbezeichnete Relation im
Reiche 2, statthat, so sind die beiden Sachgebiete isomorph. Die
getroffene Zuordnung ist eine isomorphe Abbildung von X auf X,
Isomorphe Sachgebiete, kann man sagen, besitzen die gleiche
Struktur. Jedem einschldgigen wahren Satze iiber 2 (dessen Sinn
allein auf Grund des Sinnes der Bezichungen R, R/, ... innerhalb
2, verstanden werden kann) korrespondiert dann ein gleichlauten-
der Satz iiber X, und umgekehrt; nichts kann iiber die Objekte in
2, ausgesagt werden, was nicht auch in X, giiltig wire. So wird
z. B. der Raum durch die Koordinatenkonstruktion des Descartes
isomorph abgebildet auf das Operationsgebiet der linearen Algebra.
Die bisherigen Betrachtungen dringen uns dazu, ein Axiomen-
system aufzufassen als logische Leerform moglicher Wissenschaften.
Eine inhaltliche Interpretation liegt vor, wenn fiir die Namen der
Grundbegriffe eine Bedeutung aufgewiesen ist, zufolge deren die
Axiome wahre Aussagen werden. Man konnte nun darauf ver-
fallen, ein Axiomensystem vollstdndig zu nennen, wenn durch die
Forderung der Giiltigkeit der Axiome der Sinn der in sie eingehen-
den Grundbegriffe eindeutig fixiert wire. Dieses Ideal ist aber
nicht zu erfiillen; denn gewiB ist jede inhaltliche Interpretation,
die aus einer vorliegenden durch isomorphe Abbildung hervor-
geht, wiederum eine solche. Die endgiiltige Formulierung ist dar-
um diese: Ein Axiomensystem ist vollstindig oder kategorisch,
wenn irgend zwei inhaltliche Interpretationen desselben notwendig
isomorph sind. In diesem Sinne ist, wie man zeigen kann, die Voll-
stdndigkeit der von Hilbert aufgesteliten geometrischen Axiome
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gewihrleistet. Tatsdchlich 148t sich leicht zeigen, daB ein diesen
Axiomen geniigender Raum dem algebraischen Modell isomorph
ist, das die Descarte’sche analytische Geometrie liefert.

Eine Wissenschaft kann ihr Sachgebiet immer nur bis auf eine iso-
morphe Abbildung festlegen. Insbesondere verhilt sie sich gegeniiber
dem ,,Wesen* ihrer Objekte ganz indifferent. Das, was die wirklichen
Raumpunkte von Zahlentripeln oder andern Interpretationen der Geo-
metrie unterscheidet, kann man nur kennern in unmittelbarer lebendiger
Anschauung. Aber das Schauen ist nicht selige Ruhe in sich, aus der es
niemals herauszutreten verméchte, sondern driingt fort zum Zwiespalt
und Wagnis der Erkenntnis; Schwirmerei aber ist es, von der Frkenntnis
zu erwarten, daf sie ein tieferes Wesen als das der Anschauung offen
daliegende — der Anschauung enthiille. Der Isomorphiegedanke be-
zeichnet die selbstverstindliche uniibersteigbare Schranke des Wissens.
Auch fiir die metaphysischen Spekulationen iiber eine Welt der Dinge
an sich hinter den Erscheinungen hat dieser Gedanke aufkldrenden Wert.
Denn es ist bei einer solchen Hypothese klar, daB die Erscheinungswelt
der absoluten isomorph sein mufB3 (wobei freilich die Zuordnung nur in
der einen Richtung Ding an sich — Erscheinung eindeutig zu sein
braucht); denn ,,wir sind, wenn verschiedene Wahrnehmungen sich uns
aufdriangen, berechtigt, daraus auf Verschiedenheit der reellen Bedin-
gungen zu schlieBen® (Helmholtz, Wissenschaftliche Abhandlungen II,
S. 656). Wenn wir also auch die Dinge an sich nicht kennen, so wissen
wir doch genau so viel iiber sie wie iiber die Erscheinungen. Derselbe
Isomorphiegedanke kldrt das Problem, welches Leibniz, veranlaBBt durch
Hobbes’ nominalistische Theorie der Wahrheit, in dem Dialog iiber die
Verkniipfung zwischen Dingen und Worten behandelt; Leibniz ringt
offenbar damit, ihm Ausdruck zu geben (Philos. Schriften, ed. Gerhardt,
VII, S. 190—193).

Durch die Aufdeckung isomorpher Bezichungen kénnen alle Er-
kenntnisse, die in einem Gebiet gewonnen wurden, ohne weiteres auf die
isomorphen Gebiete iibertragen werden. Solchen Dienst leistet z. B. das
Dualitdtsprinzip in der ebenen projektiven Geometrie. Ihr einziger Re-
lationsbegriff ist die Inzidenz von Punkt und Gerader (Punkt liegt auf
Gerader, Gerade geht durch Punkt). Weil es moglich ist, die Punkte der
Ebene cindeutig mit den Geraden so zu paaren, da3 immer wenn ein
Punkt P auf einer Geraden g liegt, die mit P gepaarte Gerade p durch
den mit g gepaarten Punkt Q hindurchgeht, entsteht aus einem wahren
Satz der projektiven Geometrie (bei Verwendung des richtungslosen Be-
ziehungswortes inzident) sofort ein neuer, indem man die Worte ,,Punkt*
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und ,,Gerade* vertauscht. S. Lie entdeckte, daB man die Geraden des
(komplexen) Raumes den Kugeln eindeutig so zuordnen kann, daB sich
schneidenden Geraden sich beriihrende Kugeln entsprechen. Aus allen
Sétzen iber sich schneidende Gerade erhilt man durch sein Uber-
tragungsprinzip Sétze liber sich beriihrende Kugeln. Ein wichtiger Teil
der analytischen Funktionentheorie, die sog. ,,Uniformisierung®, 148t
sich am natiirlichsten in der Sprache der Bolyai-Lobatschewskyschen
Geometrie behandeln. Ist ein Leitungsnetz fiir Gleichstrom gegeben, be-
stehend aus einzelnen homogenen Drihten, die sich in Knotenpunkten
verzweigen, und bezeichnet man als ,,Punkt* eine willkiirliche Strom-
verteilung, die jedem Draht s eine elektrische Stromstirke Js zuordnet,
so gelten die Gesetze des mit einem Zentrum O versehenen euklidischen
Raumes von so viel Dimensionen, als das Leitungsnetz Drihte enthilt.
Der Zentralpunkt O wird dabei reprisentiert durch die Stromlosigkeit,
fiir welche alle Stromstérken Js verschwinden, und unter dem Quadrat
des Abstandes eines ,,Punktes* vom Zentrum ist die pro Zeiteinheit von
der Stromverteilung entwickelte Joulesche Wiarme zu verstehen. Diese
Isomorphie hat keinen spielerischen Charakter, weil den einfachen und
wichtigen geometrischen Begriffen dadurch die einfachen und wichtigen,
das Stromnetz betreffenden physikalischen Begriffe zugeordnet werden.
Z. B. ist die Grundaufgabe, bei gegebenen in die einzélnen Drihte ein-
gefiigten Spannungen die im Leitungsnetz auftretende Stromverteilung
zu ermitteln, mit der geometrischen Aufgabe identisch, einen Punkt
senkrecht auf eine gegebene Ebene zu projizieren. IThre eindeutige LOs-
barkeit ist damit sofort mathematisch sichergestellt und eine Rechen-
methode an die Hand gegeben, die Losung zu finden.

Die reine Mathematik ist nach moderner Auffassung allge-
meine hypothetisch-deduktive Relationslehre, sie entwickelt die
Theorie logischer Leerformen, ohne sich an die eine oder andere
mogliche inhaltliche Interpretation zu binden. Vgl. iiber diese
»Formalisierung** als ,,einen Gesichtspunkt, ohne den von einem
Verstidndnis mathematischer Methode nicht zu reden ist*, Husserl,
Logische Untersuchungen 1, §§ 67—72. ,,Die Bedingung zur Auf-
stellung einer allgemeinen Arithmetik®, erklirt schon Hankel in
seiner 1867 erschienenen Theorie der komplexen Zahlen, S. 10,
»ist daher eine von aller Anschauung losgeldste rein intellektuelle
Mathematik, eine reine Formenlehre, in welcher nicht Quanta
oder ihre Bilder, die Zahlen, verkniipft werden, sondern intellek-
tuelle Objekte, -denen aktuelle Objekte oder Relationen solcher
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entsprechen kdnnen, aber nicht miissen. Die Axiome werden zu
impliziten Definitionen der in sie eingehenden Grundbegriffe. Es
verbleibt dabei den Begriffen freilich ein Spielraum der Unbe-
stimmtheit; die logischen Folgerungen aus den Axiomen sind aber
giiltig, wie dieser Spielraum bei einer inhaltlichen Interpretation
auch ausgefiillt werden moge. Die reine Mathematik anerkennt
nur eine Bedingung fiir die Wahrheit, diese freilich ist unerldBlich,
die Widerspruchslosigkeit.

Vielleicht klingt schon in Euklids Bezeichnung fiir die Axiome:
aitjuara, Postulate, diese moderne Einstellung an. Leibniz tut einige
entschiedene Schritte zur Realisierung der mathesis universalis im ange-
deuteten und von ihm klar erfaBten Sinne. In den Rahmen seiner Ars
combinatoria gehort vor allem das glinzendste Beispiel ,,rein intellektuel-
ler Mathematik®, die Gruppentheorie. Eine endliche Gruppe G ist ein
System endlich vieler Objekte, innerhalb dessen irgendwie eine Opera-
tion festgelegt ist, die aus je zwei (gleichen oder verschiedenen, in be-
stimmter Reihenfolge gesetzten) Dingen a, b ein Ding ab dieses Systems
erzeugt. Die einzigen Forderungen oder Axiome sind:

das assoziative Gesetz a(bc) = (ab)c;
ist a # b (a verschieden von b), so auch ac = bc, ca + cb.

Aus solchen geringfiigigen Voraussetzungen entwickelt sich eine
Fiille tiefer Zusammenhinge; und die Mathematik bietet eine erstaun-
liche Mannigfaltigkeit verschiedener ,,Interpretationen® dieses simplen
Axiomensystems dar. Die Gruppe ist vielleicht der fiir die Mathematik
des 19. Jahrhunderts am meisten charakteristische Begriff.

Die Methode der impliziten Definition ist auch innerhalb der Wissen-
schaften selbst, nicht bloB fiir ihre Grundlegung von Nutzen. Man
schreibt einem ,,Stiick®, worunter ich hier ein geradlinig begrenztes
Stiick der Ebene verstehen will, einen Fldcheninhalt zu; und man nimmt
an, daB er den folgenden Forderungen Geniige leiste:

1. Der Fldcheninhalt ist eine positive Zahl.

2. Zerlegt man ein Stiick durch einen im Innern verlaufenden
Streckenzug in zwei Teile, so ist der Flicheninhalt des Ganzen gleich
der Summe der Flicheninhalte der Teile.

3. Kongruente Stiicke haben gleichen Flicheninhalt.

Dies sind die wirklich wesentlichen Eigenschaften des Flichenin-
haltes; aber sie enthalten keine explizite Definition des Begriffs. Doch
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zeigt sich, daB die Forderungen widerspruchsfrei sind, daB tatsidchlich
jedem Stiick y durch ein bestimmtes Verfahren eine positive Zahl J ()
als Fliacheninhalt zugeordnet werden kann, welche den Forderungen
2. und 3. Geniige leistet. Die Forderungen determinieren den Begriff
nicht eindeutig; thnen geniigen auler J (¥) auch die Werte ¢ - J (), wo ¢
irgendeine von y unabhingige positive Konstante bedeutet. Damit sind
aber alle Moglichkeiten erschopft. Die verbleibende, im konstanten
Faktor sich ausdriickende Willkiir kann nur durch Aufweisung eines
individuellen Stiicks, z. B. eines Quadrats, und die Festsetzung, dal3
ihm der Inhalt 1 zukommen soll, aufgechoben werden (Relativitit der
GroBle). — Sehr schon setzt die Bedeutung der impliziten Definition
aller Wissenschaften, nicht nur der Mathematik, M. Schlick in seiner
Allgemeinen Erkenntnislehre (Berlin 1918, S.30—37) auseinander.
,,Fur die strenge, SchluB3 an Schlufl reihende Wissenschaft ist der Begriff
in der Tat gar nichts weiter als dasjenige, wovon gewisse Urteile aus-
gesagt werden konnen. Dadurch ist er mithin auch zu definieren.* Ein
geeignetes Anwendungsfeld diirfte auBler den exakten Wissenschaften
auch die Jurisprudenz sein.
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II. Zahl und Kontinuum. Das Unendliche

5. Rationale Zahlen. Das Komplexe

Beim genetischen Aufbau des mathematischen Zahlenreichs
nimmt man seinen Ausgang von den natiirlichen Zahlen der Reihe
1,2, 3, .... Der erste Schritt, der zu tun ist, ist der Aufstieg von den
natiirlichen Zahlen zu den Briichen. Die Briiche verdanken histo-
risch ihre Entstehung dem Ubergang vom Zihlen zum Messen.
Dem Messen liegt stets zugrunde ein GroBengebiet, wie es z. B.
die Strecken auf einer Geraden bilden. Hier herrscht 1. eine Be-
ziechung der Gleichheit a = b (Kongruenz), die den dafiir auf-
gestellten Axiomen (S. 23) geniigt, und 2. eine Operation, die aus
irgend zwei Strecken a, b eine Strecke a + b erzeugt. Aus der
Strecke a entsteht dann z. B. die Strecke 5a, indem man die Summe
a + a + a + a + a mit fiinf Summanden a bildet. Damit ist der
AnschluB des Messens an das Zihlen vollzogen. Die Erkldrung
der Vervielféltigung kann scharf so gefalit werden:

a) la=a;

p) ist n eine natiirliche Zahl, so entsteht (n + 1) @ aus na gemiB
der Formel

(n+1)a=(na)+a.

Im Gebiete der Strecken gestattet die Operation der Verviel-
faltigung eine eindeutige Umkehrung, die Teilung: es existiert
bei gegebener Strecke a und natiirlicher Zahl » eine und (im Sinne
der Gleichheit) nur eine Strecke x, fir welche nx = a ist; sie wird
mit a/n bezeichnet. Die Operation der Teilung kann man mit der
Vervielfédltigung kombinieren. So entsteht z. B. 5 a/3, das ,,5/3-
fache** von a. Das Bruchzeichen m/n dient als Symbol der zusam-
mengesetzten Operation, so daBl zwei Briiche gleich sind, wenn
die beiden durch sie bezeichneten Operationen zum gleichen
Resultat fithren, auf welche Strecke a sie auch angewendet werden
mogen. Die Multiplikation der Briiche bedeutet die Hinterein-
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anderausfithrung der durch sie gekennzeichneten Operationen.
DaB Briiche sich addieren lassen, beruht darauf, daf die (in ihrer
Anwendung auf die willkirliche Strecke x) durch

mx m*x

n n*

ausgedriickte Operation durch einen einzigen Bruch représentiert
werden kann.

Es ist nicht angebracht, fiir jedes Grofengebiet eigene Briiche
einzufiihren; sondern, da ihre Gesetze unabhingig sind von der
Natur des GroBengebietes, ist es zweckmiBiger, sie rein arith-
metisch zu definieren?). Das gelingt nun einfach dadurch, daB die
obigen Uberlegungen angewendet werden auf das GroBengebiet
der natiirlichen Zahlen selbst. Daf} in diesem Gebiet eine Bezie-
hung wie

5x=3y

zwischen x und y sich bei gegebenem x nicht immer nach y auf-
Iosen 14Bt, spielt bei der Entwicklung der Theorie keine Rolle.
So kommen wir zu folgender Fassung: ,,Zwei natiirliche Zahlen
m, n bestimmen einen Bruch m/xn. DaB von irgend zwei natiirlichen
Zahlen x und y die zweite das m/n-fache der ersten sei, ist nur ein
anderer Ausdruck fiir die Gleichung mx = ny.“ Das ist eine
schopferische Definition im Sinne von § 2. Zwei Briiche m/n, m*/n*
sind gleich, wenn beliebige Zahlen x, y, welche in der Beziehung
mx = ny zueinander stehen, stets auch die Relation m*x = n*y
erfiillen, und umgekehrt. Die Regeln fiir das Rechnen mit natiir-

1) Dies deckt sich mit der dltesten mathematischen Tradition, der der
Sumerer. Erst nach der Entdeckung des Irrationalen gaben die Griechen
den algebraischen Weg auf, nachdem sie gezwungen sind, algebraische Tat-
sachen geometrisch auszudriicken. Das nachklassische Abendland, teils unter
dem Eindruck der algebraischen Leistungen der Araber, kehrte diese Ent-
wicklung um. Indessen gab es vom modemen Standpunkt aus wenig Be-
rechtigung alle GroBen unter einen universellen Zahlenbegriff zu stellen, ehe
Dedekind der Analyse des Irrationalen von Eudoxos seine konstruktive
Wendung gab (vgl. § 7).
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lichen Zahlen gestatten, dieses transfinite Kriterium, das seinem
Wortlaut nach ein Durchprobieren aller moglichen Zahlen x, y
fordert, durch das finite zu ersetzen:

(K) m-n*=n-m*

Darum liegt der besondere Fall der Definition durch Abstraktion
vor: die Gleichheit der Briiche m/n, m*/n* kann direkt durch (K)
erkldrt werden, wenn man sich zuvor davon tiberzeugt hat, daB
diese Relation eine Aquivalenz ist. Die Einfithrung der Briiche
als ,,ideale Elemente** kann auch ochne Riicksicht auf die An-
wendungen von rein arithmetischem Gesichtspunkt aus dadurch
motiviert werden, daB bei gecigneter Ausdehnung der Zahlopera-
tionen auf dieselben die wichtigsten arithmetischen Axiome be-
stehen bleiben und auBerdem die Umkehrbarkeit der Multipli-
kation, die Mdoglichkeit des Dividierens, erzwungen wird, welche
in der Arithmetik der natiirlichen Zahlen nur ausnahmsweise
stattfindet.

Wendet man den gleichen Gedanken von neuem an, um auch die
Umkehrbarkeit der Addition zu erzwingen, so gelangt man von den
Briichen zu den (die O und das Negative einschlieBenden) rationalen
Zahlen. (Freilich ein schwerwiegendes Opfer muf3 man dabei bringen:
die Moglichkeit der Division kann nicht gerettet werden fiir den Divisor
0.) Hier treten nirgendwo logische Dunkelheiten oder philosophische
Schwierigkeiten auf. Eine viel ernstere Angelegenheit ist der Ausgangs-
punkt, das System der natiirlichen Zahlen, und das Irrationale, der
Ubergang von den rationalen zum Kontinuum der reellen Zahlen. Ist
aber einmal diese Stufe erklommen, so fithrt das Weiterschreiten zu den
komplexen und hyperkomplexen Zahlen an keinen Abgriinden mehr
vorbei. Zur Einfithrung der komplexen Zahlen hat man nur zu beschrei-
ben, wodurch eine einzelne solche Zahl gegeben wird und wie mit ihnen
zu operieren ist. Sie wird gegeben durch ihre beiden Komponenten; wir
konnen also geradezu sagen, unter komplexer Zahl sei jedes reelle
Zahlenpaar (x, f) zu verstehen (Hamilton 1837). Die Operationsregeln
wollen wir hier nicht explizite hersetzen. Nach ihnen spielt im komplexen
Gebiet (1, 0) = e die Rolle der Einheit, weil ihre Multiplikation mit jeder
komplexen Zahl («, §) diese Zahl (x, B) reproduziert. Und (0, 1) ist jene
imagindre Einheit i, welche der Gleichung i - { = — e geniigt. Der innere
Grund fiir die Festsetzungen ist wiederum der, daB sie die Giiltigkeit
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der formalen Rechengesetze auf die komplexen Zahlen, die reellen
Zahlenpaare iibertragen. Von dem mystischen Geruch, in dem lange
Zeit die imagindren GroBen standen?), ist nichts iibrig geblieben. Von
den komplexen kann man zu den hyperkomplexen Zahlen aufsteigen
mit 3 und mehr Komponenten. Aber es lieB sich allgemein zeigen, dal3
wie auch die Addition und Multiplikation in ihrem Gebiet definiert
werden mégen, die Geltung aller Rechengesetze nicht aufrechterhalten
werden kann. Insofern bezeichnen die komplexen Zahlen eine natiirliche
Grenze fiir die Erweiterung des Zahlbegriffs. Dennoch sind auch hyper-
komplexe Zahlsysteme in der Mathematik von Bedeutung; so die vier-
komponentigen Quaterrnionen, welche von den Rechengesetzen nur das
kommutative Gesetz der Multiplikation nicht erfiillen, als geeignetes
Hilfsmittel zur Beherrschung der Drehungen eines starren Korpers im
Raum.

Statt das Zahlenreich genetisch aufzubauen, kann man die Arithme-
tik auch auf ein Axiomensystem griinden. Die Genesis dient dann ledig-
lich dazu, seine Widerspruchsfreiheit auf die Widerspruchsfreiheit der
fiir die natiirlichen Zahlen geltenden Axiome zuriickzufithren. Die
arithmetischen Axiome zerfallen in zwei Gruppen, die algebraischen
und die GroBen-Axiome. Die algebraische Gruppe handelt von den
Operationen der Addition und Multiplikation. Sie enthilt die formalen
Rechengesetze (wie @ + b = b + a), fordert die Existenz einer 0 und
einer 1 mit den Eigenschaften

a+0=0+a=a, lra=a-1=a
und die Umkehrbarkeit der Addition und der Multiplikation (mit Aus-

) Huyghens erklirt z. B. 1674 (s. Leibniz, Math. Schriften, ed. Gerhardt I,
S. 15) anldBlich einer komplexen Formel: Il y a quelque chose de caché
la-dedans, qui nous est incompréhensible. Selbst Cauchy hat 1821 noch recht
unklare Vorstellungen iiber das Operieren mit komplexen Grofen. Aber das
Negative verursachte seinerzeit nicht viel weniger Kopfzerbrechen. Betreffs
der Regel: minus mal minus gleich plus, sagt Clavius 1612: debilitas humani
ingenii accusanda (videtur), quod capere non potest, quo pacto id verum esse
possit. Noch Descartes bezeichnet, dem Brauch der damaligen Zeit gemil,
die negativen Wurzeln einer algebraischen Gleichung als falsche Wurzeln. —
Die noch heute zuweilen gehorte Erkldrung, i sei diejenige Zahl, die mit sich
selbst multipliziert —1 ergibt, ist, solange nur die reellen Zahlen zur Ver-
fiigung stehen, als Erkldrung natiirlich der reinste Unsinn; sie enthélt lediglich
die Aufforderung, den Zahlbegriff so zu erweitern und den Sinn der Multi-
plikation auf das erweiterte Gebiet so auszudehnen, daB die gewiinschte
Gleichung zustande kommt.
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nahme der Division durch 0). Die GroBlenaxiome (die im Gebiet der
komplexen Zahlen aufler Kraft gesetzt sind) handeln von der Bezichung
a > b (aist groBer als b). Man vergleiche die Tabelle in Hilberts ,,Grund-
lagen der Geometrie*.
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6. Die natiirlichen Zahlen

,,Die ganze Zahl schuf der liebe Gott; alles iibrige ist Menschen-
werk* lautet ein viel zitierter Ausspruch von Kronecker. In den
natiirlichen Zahlen stellt sich das Problem der Erkenntnis in seiner
schlichtesten Form. Nehmen wir auch hier das rein Mathe-
matische vorweg!

Die Zahlenreihe hebt an mit der 1 und wird erzeugt durch
einen ProzeB, der immer aus einer schon gewonnenen Zahl die
nichstfolgende hervortreibt; niemals kehrt im Fortschreiten eine
schon dagewesene Zahl wieder. Ein die Zahlen betreffender all-
gemeiner Begriff kann daher nur gewonnen werden durch ,,voll-
standige Induktion’, indem man nidmlich angibt, &) was er fiir die
erste Zahl 1 bedeutet, und B) wie er sich von einer beliebigen
Zahl n auf die nichstfolgende n’' (= n + 1) libertrigt. Beispiele:
Die Definition von ra im vorigen Paragraphen. Die Begriffe gerade
und ungerade: «) 1 ist ungerade; f) #’ ist gerade oder ungerade,
je nachdem » ungerade oder gerade ist. Der allgemeine Begriff der
Addition a + » zweier natiirlichen Zahlen a und n:

o) a+1=a’; B) a+n'=(a+n) .

Was von den Begriffen, gilt analog von den Beweisen. Mit Hilfe
dieser Methode der Definition und des Beweises durch vollstindige
Induktion, der Definition und des Schiusses von » auf n + 1, wie
sie auch genannt werden, 148t sich die Theorie der natiirlichen
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Zahlen vollstindig aufbauen. Jener SchluB bringt in die mathe-
matische Beweisfithrung ein ganz neues und eigenartiges Moment
hinein, das die Aristotelische Logik noch nicht kennt, und ist die
eigentliche Seele der mathematischen Beweiskunst. Explizite aus-
gesprochen wurde, wie es scheint, das Prinzip der vollstindigen
Induktion erst von B. Pascal (1654) und Jakob Bernoulli (1686).

Bei der eben angedeuteten Begriindung der Zahlentheorie ist
die Reihung der Zahlen das Wesentliche, sie treten primdir als
Ordinalzahlen auf und sind nur durch ihre Stellung in der Reihe
gekennzeichnet. Mit Recht sagt daher Schopenhauer (Vierfache
Waurzel des Satzes vom zureichenden Grunde, § 38) von dieser
Auffassung des Zahlbegriffes: ,,Jede Zahl setzt die vorhergehen-
den als Griinde ihres Seins voraus: zur zehn kann ich nur gelangen
durch alle vorhergehenden ... Das bekannte, auf einen vorge-
legten Inbegriff von Gegenstinden angewandte Zihlverfahren
liefert dann eine bestimmte natiirliche Zahl als Anzahl der Ele-
mente des Inbegriffs. Durch das Zihlverfahren werden die Ele-
mente des Inbegriffs selber in eine geordnete Reihe gebracht (erstes
zweites, drittes, ...); es bedarf einer besonderen Uberlegung, um
die fundamentale Tatsache allgemein sicherzustellen, daB das
Resultat der Durchzéhlung unabhéngig ist von der befolgten An-
ordnung. Erst dadurch wird der Begriff der Kardinalzahi auf
sichere Fiille gestellt. Man vergleiche etwa die Darstellung bei
Heilmholtz, Zihlen und Messen (Wissenschaftliche Abhandlungen
III, S. 356; ferner L. Kronecker, Werke I1I 1, S. 249).

Es ist viel dariiber gestritten worden, ob nicht umgekehrt die Kardi-
nalzahl das Erste und die Ordinalzahl der sekunddre Begriff sei. Den
Begriff der Anzahl einer Menge muf3 man, wenn die Kardinalzahl unab-
héngig von einer Anordnung eingefiihrt werden soll, wie auf S. 23 durch
Abstraktion definieren. Es ist diese Definition nicht einmal auf endliche
Mengen beschrinkt; die an sie sich kniipfende Theorie der unendlichen
Kardinalzahlen hat G. Canfor im Rahmen seiner allgemeinen Mengen-
lehre entwickelt. Aber die M6glichkeit der Paarung, von der im Kriterium
der Gleichzahligkeit die Rede ist, 148t sich nur priifen, wenn die Zu-
ordnungsakte einer nach dem andern, in geordneter zeitlicher Folge,
vorgenommen und damit die Elemente beider Mengen selber geordnet
werden. Reit man die Vergleichung zweier Mengen abstraktiv ausein-
ander in Zahlbestimmung jeder Menge und nachfolgenden Vergleich
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der Zahlen, so ist es also unerldBlich, die einzelne Menge selber zu
ordnen durch Aufweisung eines Elementes nach dem andern in der Zeit
(wie es ohnehin nétig ist, damit ein Inbegriff individuell gegeben sei;
und nur von solchen Inbegriffen handeln die Zahlen, deren wir uns im
téglichen Leben bedienen). Daher scheint es mir unbestreitbar, daB die
Ordinalzahl das Primdire ist. Die moderne mathematische Grundlagen-

forschung, welche die dogmatische Mengenlehre wieder zerstort hat,
bestétigt dies durchaus.

Ein weiterer Streitpunkt ist der, ob die Zahlen selbstindige ideale
Objekte sind oder ob die Zahlentheorie es allein mit den konkreten Zahl-
zeichen zu tun hat, ,,deren Gestalt unabRéingig von Ort und Zeit und von
den besonderen Bedingungen der Herstellung des Zeichens sowie von
geringfiigigen Unterschieden in der Ausfithrung sich von uns allgemein
und sicher wiedererkennen 1aBt“ (Hilbert). So z. B. Helmholtz (Zéhlen
und Messen, a.a.O., S.359): ,,Ich betrachte die Arithmetik, oder die
Lehre von den reinen Zahlen, als eine auf rein psychologischen Tat-
sachen aufgebaute Methode, durch die die folgerichtige Anwendung
eines Zeichensystems von unbegrenzter Ausdehnung und unbegrenzter
Moglichkeit der Verfeinerung gelehrt wird. Die Arithmetik untersucht
namentlich, welche verschiedene Verbindungsweisen dieser Zeichen
(Rechenoperationen) zu demselben Endergebnis fithren.“ Eine ganz
konsequente Durchfithrung dieses Standpunktes, die auch fiir die da-
gegen gerichtete Kritik von Frege (Grundgesetze der Arithmetik, 1893)
unangreifbar ist, hat erst neuerdings Hilbert gegeben (vgl. § 10); hier
ist von ,,M6glichkeit* gar nicht mehr die Rede, sondern es wird nirgend-
wo Uber die tatsdchlich in concreto vorliegenden Zeichen hinausgegan-
gen. Als geeignete Zeichen bieten sich aufeinanderfolgende Striche
(;,Einsen®) dar. Hore ich eine Folge von Ténen, so mache ich bei jedem
Ton einen Strich, indem ich die Striche einen hinter den anderen setze
[ | | |. Ein zweites Mal verfahre ich ebenso. Konnte ich die Gleichheit
oder Verschiedenheit der ,,Gestalt der beiden aus Strichen bestehenden
Zeichen unmittelbar erkennen, so wire damit die Zahlvergleichung ge-
wonnen. Die Représentation durch Striche hat hier die Bedeutung, das
Gegebene unter Erhaltung der Zahl auf eine solche ,,Normalform* zu
bringen, daB3 Gestaltverschiedenheit ohne weiteres Zahlunterschied
anzeigt. (Fiir ein direkt gegebenes gestaltetes Ganze, iiber dessen Ver-
hiltnis zu seinen als Einheit aufgefaBten Teilen die Zahlaussage handelt,
bedeutet der gestaltliche Unterschied von einem andern Ganzen im
allgemeinen noch keinen Unterschied der Zahl; Beispiel - “und -*.Man
spricht von einem Akt des Kolligierens als Grundlage der Anzahlbe-
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stimmung. Mir scheint, da3 man bei Anwendung des symbolischen
Zahlverfahrens auf ein Ganzes gestaltlich verkniipfter Einheiten nicht
erst durch Auflosung der Verkniipfung einen bloBen ,,Inbegriff* zu
abstrahieren braucht, noch einzelne fiir sich gegebene Elemente, wie
aufeinanderfolgende Klinge, zu einem Inbegriff , kolligieren* miil3te.
Die Aussage: ,,Das waren soviel / / / /| Kldnge* ist in sich durchaus ver-
stdndlich, und es ist unnétig, nach einem Subjekt ,,Inbegriff der gehdrten
Kldnge* zu fahnden.) Das unmittelbare Erkennen der Gleichheit oder
Verschiedenheit zweier aus hintereinander gesetzten Strichen bestehen-
der Zeichen ist aber nur bei den niedersten Anzahlen mdoglich. Allge-
mein mufl man so verfahren, daB man das zweite Mal die wahrend der
ersten Serie gesetzten Striche wieder benutzt, etwa einen nach dem
andern durchstreicht; dazu ist es erforderlich, daB das zuerst gesetzte
Zeichen standhdlt. Aber prinzipiell sind fiir die Begriindung eines solchen
Urteils wie ,,Jetzt waren es mehr Tone als das erste Mal*“ Zeichen ent-
behrlich, wenn die Tone der ersten Serie (die etwa fallende Tonhohe
besitzen) in ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge beim Anhoren der zweiten
Folge reproduziert werden konnen. Unentbehrlich werden sie erst, wenn
die Vergleichung auseinander gerissen wird in zwei Zahlbestimmungen
(,,das erste Mal wares es 4, jetzt waren es 5 Klidnge; 5 ist groBer als 4°)
und dadurch ein Teil der geistigen Manipulation (,,5 ist groBer als 4°)
auf die standhaltenden, zugleich zur Aufbewahrung und zur Mitteilung
bequemen Zeichen verschoben wird. Nicht die Zahlvergleichung also,
aber die Zahlbestimmung hat wesenhaft signativen Charakter. ,,Das waren
4 Kldnge* ist ohne Bezugnahme auf ein Zeichen nicht zu verstehen. Will
man nun doch von Zahlen als Begriffen oder idealen Gegenstinden
reden, so haben sie jedenfalls keine selbstindige Existenz, sondern ihr
Sein erscho6pft sich in der funktionellen Rolle, die sie spielen, und ihren
Beziehungen des Mehr und Weniger. (GewiB sind sie keine Begriffe im
Sinne der Aristotelischen Abstraktionstheorie.)

Die Verwendung mehrerer Ziffern und das (von den Indern konse-
quent auch fiir die Schrift ausgebildete) Positionssystem gestattet die
rasche Entscheidung des GroBer und Kleiner fiir weit hohere Zahlen als
die einfachen, aus lauter hintereinander gesetzten Einsen bestehenden
Zahlzeichen; es ist ihm praktisch gewaltig, doch nicht prinzipiell iiber-
legen. Die Grundzahl des Zahlsystems, als welche uns die Zehn dient,
ist in verschiedenen Kulturen verschieden. Die indische, vor allem die
buddhistische Literatur schwelgt in den Moglichkeiten, durch das Posi-
tionssystem, d. h. durch Verbindung von Addition, Multiplikation und
Potenzieren ungeheure Zahlen eindeutig zu benennen. Trotz aller
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wuchernden Phantastik ist doch etwas wahrhaft GroBes darin lebendig;
der Geist fiihlt zum ersten Mal ganz seine Kraft, durch das Symbol iiber
die Grenzen dessen hinauszufliegen, was sich anschaulich vollziehen
148t. Etwas Verwandtes finden wir bei den Griechen nur in der spétesten
Zeit, in Archimedes® Schrift an Gelon ,,Uber die Sandzahl*; und auch
hier redet nicht die Lust an dem in Stufen sich offnenden Unendlich,
sondern an der rationalen Bewiltigung des Uferlosen.

Was das Verhdltnis der Zahl zu Raum und Zeit betrifft, so diirfen wir
sagen: die Zeit als Form des reinen BewuBtseins ist wesenhafte, nicht
zufillige Voraussetzung fiir die geistigen Operationen, in denen der Sinn
der Zahlaussage griindet. Nicht aber der Raum, wie von manchen
Philosophen (z. B. Hobbes) behauptet wurde; wennschon standhaltende
Zeichen von rdumlicher Gestalt das geeignetste Mittel sind, die Zahl
vom Gezdhlten abzulésen, aufzubewahren, mitzuteilen und dem Um-
gehen mit Zahlen Sicherheit zu verleihen. Vor allem Kant hat die Bin-
dung des Zahlbegriffs an die Zeit hervorgehoben; es wire aber natiirlich
viel zu weit gegangen, wenn man die Arithmetik in demselben Sinne als
die Lehre von der Zeit hinstellen wollte, wie die Geometrie Lehre vom
Raum ist.

An zwei konkret vorliegenden Zahlzeichen m und » 148t sich schil-
dern, was die Aussage m + n = n -+ m bedeutet, ohne irgendwelche
andere Zahlen zu ,,erzeugen‘‘. Man vermag auch einzusehen, daB diese
Aussage in einem beliebigen konkret vorliegenden Fall stets zutreffe.
Etwas Neues aber geschieht, wenn ich die aktuell vorkommenden Zahl-
zeichen einbette in die Reike aller moglichen Zahlen, welche durch einen
ErzeugungsprozeB entsteht gemdB dem Prinzip, daB aus einer vorhande-
nen Zahl stets durch Hinzufiigung der Eins eine neue, die nichstfolgende,
erzeugt werden kann. Hier wird das Seiende projiziert auf den Hinter-
grund des Mdglichen, einer nach festem Verfahren herstellbaren geord-
neten, wenn auch ins Unendliche offenen Mannigfaltigkeit von Moglich-
keiten. Dies ist der Standpunkt, den wir am Anfang des gegenwirtigen
Paragraphen bei der mathematischen Begriindung der Arithmetik durch
das Prinzip der vollstindigen Induktion einnahmen. Hierauf stiitzen
wir uns, wenn wir von einer Billion = 1012 Papiermark sprechen. Denn
mittels Definition durch vollstindige Induktion gewinnen wir aus dem
arithmetischen UrprozeB, der n in n + 1 verwandelt, die Operation der
Multiplikation mit 10 und dann durch ihre 12malige Anwendung, aus-
gehend von 1, die gewiinschte Zahl 102, Die Zahlzeichen 10 und 12
konnen wir dabei in Strichen hinschreiben; fiir 1012 geschah es niemals,
und doch ,.fingieren* wir eine solche Zahl.
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Schon bei der Zahl treten uns also die folgenden Grundziige
des konstruktiven Erkennens entgegen:

1. Das Resultat gewisser geistiger Operationen am Gegebenen,
die fiir allgemein ausfiihrbar gelten, wird, sofern es durch das
Gegebene eindeutig bestimmit ist, als ein dem Gegebenen an sich
zukommendes Merkmal aufgestellt (selbst wenn jene Operationen,
die seinen Sinn begriinden, nicht wirklich ausgefiihrt werden).

2. Durch Einfithrung von Zeichen wird eine Aufspaltung der
Urteile vollzogen und ein Teil der Operationen durch Verschie-
bung auf die Zeichen vom Gegebenen und seinem Fortbestand
unabhingig gemacht. Dadurch tritt das freie Schalten mit Be-
griffen ihrer Anwendung, die Ideen treten relativ seibstindig der
Wirklichkeit gegeniiber.

3. Sie werden in ihrem aktuellen Vorkommen nicht einzeln
herausgehoben, sondern auf den Hintergrund einer nach festem
Verfahren herstellbaren geordneten, ins Unendliche offenen
Mannigfaltigkeit von Moglichkeiten projiziert.

Die Erkenntnis hat hier nicht haltgemacht. Der Sprung ins
Jenseits aber wird vollzogen, wenn nun die ins Unendliche offene,
gesetzmaBig entstehende Reihe der Zahlen zu einem geschlossenen
Inbegriff an sich existierender Gegenstdnde gemacht wird. Erst
wenn dies geschieht, wird die Statuierung der Zahlen als ideale
Objekte gefdhrlich. Der Glaube ans Absolute ist tief in unsere
Brust gepflanzt; kein Wunder, da3 die Mathematik in aller Naivi-
tdt den Sprung vollzog. Wer die an die unendliche Allheit der
Zahlen appellierende Definition ,,n ist eine gerade oder ungerade
Zahl, je nachdem es eine Zahl x gibt, fiir welche n = 2 x ist oder
nicht* als sinnvoll hinnimmt (etwas anderes ist die oben erwidhnte
Definition von gerade und ungerade durch vollstindige Induk-
tion), steht bereits am andern Ufer: das Zahlsystem ist ihm ein
Reich absoluter Existenzen geworden, das ,,nicht von dieser Welt*
ist und von welchem nur tropfenweise ein Abglanz in unser schau-
endes BewuBtsein fallt. Um die Berechtigung dieses Standpunktes
dreht sich der heute von neuem heftig entbrannte Kampf um die
Grundlagen der Mathematik; er ist symptomatisch fiir alles Er-
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kennen und wird auf dem Felde der Mathematik noch am ehesten
zu klaren Entscheidungen fiihren.
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7. Das Irrationale und das Unendlichkleine

In einer anderen Form als in der Reihe der ganzen Zahlen
tritt uns das Unendliche entgegen an dem unendlicher Teilung
fahigen Kontinuum, insbesondere dem Kontinuum der Zeit und
des Raumes. Hier ist die zweite offene Stelle im oben geschilderten
Aufbau des mathematischen Zahlenreiches. Das Altertum hat
uns zum Problem des Kontinuums zwei wichtige Beitrige hinter-
lassen: a) eine weitgehende Analyse der mathematischen Frage,
wodurch die einzelne Stelle im Kontinuum fixiert werden kann,
und b) die Aufdeckung der philosophischen Paradoxien, welche
im anschaulichen Wesen des Kontinuums liegen.

a) Die reine Geometrie der Griechen, sich iiber die Inexaktheit des
sinnlich Gegebenen hinausschwingend, wendet die Idee der Existenz
(nicht nur auf die natiirlichen Zahlen, sondern auch) auf die Punkte des
Raumes an. Die Entdeckung des Irrationalen an dem Verhiltnis }/2
zwischen Seite und Diagonale eines Quadrates lehrte, daB3 die Briiche
nicht die allein moéglichen MaBzahlen eines Streckenverhiltnisses, nicht
die einzigen ,,reellen Zahlen‘ sind. In den Platonischen Dialogen spiirt
man den tiefen Eindruck, den diese mathematische Entdeckung auf das
entstehende wissenschaftliche BewuBtsein der damaligen Zeit gemacht
hat. Unabhingig von den besonderen geometrischen Konstruktionen,
die zunéchst einzelne Irrationalititen wie ]/§ lieferten, erkannte Eudoxos
die allgemeinen Grundlagen des Phinomens. 1. An Stelle der unhaltbar
gewordenen Kommensurabilitét setzt er das Axiom: Sind @ und b irgend
zwei Strecken, so 14Bt sich a immer so oft zu sich selbst hinzufiigen,
etwa nmal, bis die Summe na grofer als b geworden ist. Dies bedeutet,
daB alle Strecken von vergleichbarer GréBenordnung untereinander
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sind, daB es weder ein aktual Unendlichkleines noch ein aktual Unendlich-
grofles im Kontinuum gibt. 2. Und wodurch ist das einzelne Strecken-
verhiltnis gekennzeichnet? Eudoxos antwortet: Zwei Streckenverhilt-
nisse a:b, a’:b" sind einander gleich, wenn fiir beliebige natiirliche
Zahlen m und n, welche die in der ersten Zeile stehende Beziehung er-
fiillen, immer auch die darunter gesetzte Relation der zweiten Zeile gilt:

na >mb na =mb na <mb
@ {na'>mb' (I {na’=mb’ (I {na'<mb’

Kennzeichnend fiir die einzelne reelle Zahl « ist demnach der Schnitt,
den sie im Gebiete der rationalen Zahlen erzeugt, durch die Einteilung
aller Briiche m/n in die drei Klassen derjenigen, welche (I) kleiner als «,
(ID) gleich o« und (III) groBer sind als «. Die mittlere Klasse ist entweder
leer oder enthéilt nur einen einzigen Bruch. Das erste Axiom garantiert
dafiir, daB3 nicht zwei verschiedene Strecken zur festgewihlten Einheits-
strecke in demselben Verhiltnis stehen konnen. Auf diesem Fundament
errichtet sich auch bei Euklid die Proportionenlehre; Archimedes griindet
darauf seine allgemeine Exhaustionsmethode.

Erst im 19. Jahrhundert fiihrt die moderne Mathematik das Problem
zu Ende. Fiir Eudoxos ist die reelle Zahl gegeben als das Verhéltnis zweier
vorliegender Strecken; was fiir Streckenverhéltnisse existieren, dariiber
sollten uns also die Axiome der Geometrie unterrichten. Nun ist es aber
in der euklidischen Geometrie nicht moglich (durch Konstruktion mit

Lineal und Zirkel) zu einer vorgelegten Strecke 1 die Strecke i’/FZ- nach-

zuweisen, welche das Delische Problem der Wiirfelverdoppelung 16st,
oder die Strecke 7, welche gleich dem Umfange des Kreises vom Durch-
messer 1 ist. Dennoch sind wir von ihrer Existenz auf Grund von Stetig-
keitsschliissen iiberzeugt: wenn die Wiirfelkante von 1 bis zur doppelten
GroBe ansteigt, wichst das Wiirfelvolumen stetig von 1 bis 8 und muf3
deshalb einmal den Wert 2 passieren; die Strecke m kdnnen wir von
unten und oben her mit beliebiger Genauigkeit approximieren durch die
euklidisch konstruierbaren Umfinge der dem Kreise ein- und umbe-
schriebenen reguléren 6, 12, 24, ...-Ecke. Wir drehen also den Spiel um:
Jeder willkiirlich vorgegebene Schnitt im Gebiet der rationalen Zahlen,
d.i. jede irgendwie bewerkstelligte Aufteilung aller rationalen Zahlen
in drei Klassen I, II, III bestimmt eine reelle Zahl. (Die einzigen For-
derungen, die erfiillt sein miissen, sind diese: weder I noch III ist leer;
IT enthélt hochstens einen einzigen Bruch, I keinen gréBten und IIX
keinen kleinsten; jede Zahl aus I ist kleiner als alle in II und III ent-
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haltenen Briiche, jede Zahl der Klasse III groBer als die in I und II.)
Wir haben — nach Dedekind, Stetigkeit und Irrationalzahlen, 1872 —
keinen AnlaB, nur einen Teil dieser Schnitte als reelle Zahlen zuzulassen.
Und in der Geometrie postulieren wir dann als Axiom (Dedekindsches
Axiom) die Existenz derjenigen Strecke, welche zu der vorgegebenen
Einheitsstrecke e in dem arithmetisch durch den Schnitt festgelegten
Verhdltnis steht. Da nach Eudoxos umgekehrt das Verhéltnis einer
beliebigen Strecke a zur Einheitsstrecke einen Schnitt bestimmt, ver-
biirgt das Dedekindsche Axiom die Vollstindigkeit der geometrischen
Elemente: das System der Punkte ist, bei Aufrechterhaltung der simt-
lichen Axiome einschlieBlich des Eudoxischen, keiner Erweiterung
mehr fihig (Hilbert). In dieser logischen Vollstindigkeit spiegelt sich
die anschauliche Liickenlosigkeit der Punkte im Raume wieder. Mit dem
Dedekindschen Zahlbegriff macht sich die Analysis unabhingig von
der Geometrie; erst so ist sie fihig zur Analyse der Stetigkeit und liefert
der Geometrie die Mittel zum Beweise der Stetigkeitssitze von folgender
Art: Eine stetige Linie, welche den Mittelpunkt eines Kreises mit einem
auflerhalb des Kreises gelegenen Punkt verbindet, trifft die Peripherie.
DaB sie bei Euklid noch der ndheren Begriindung entbehren, darauf hat
schon Leibniz im Hinblick auf die erste bei Euklid vorkommende Kon-
struktion, die des gleichseitigen Dreiecks ABC aus den Punkten 4 und
B, aufmerksam gemacht: Man schldgt um A einen Kreis, der durch den
Punkt B geht, um B einen Kreis, der durch 4 geht; es werde nicht be-
wiesen, daf3 diese Kreise einen Punkt C gemeinsam haben. — Ein dem
Schnitt gleichwertiges Mittel zur Festlegung der reellen Zahl ist die
unendliche Folge ineinander eingeschachtelter rationaler Intervalle
anbp (n =1, 2,3, ...),deren Linge by, — a, mit unbegrenzt wachsendem
Index n gegen 0 konvergiert (vgl. das Beispiel z). Da der Bruch logisch
nicht komplizierter ist als die natiirliche Zahl — er ist ja durch zwei
natiirliche Zahlen, Zahler und Nenner bestimmt —, kénnen wir das Fazit
der historischen Entwicklung des Problems a) mit den Worten ziehen:

Objekt der Zahlentheorie sind die einzelnen natiirlichen Zahlen,
Objekt der Kontinuumslehre die mdglichen Mengen (oder die
unendlichen Folgen) natiirlicher Zahlen.

b) Das Wesen des Kontinuums kennzeichnet scharf ein uns
tiberliefertes Fragment des Anaxagoras: ,,Jm Kleinen gibt es kein
Kleinstes, sondern es gibt immer noch ein Kleineres. Denn was ist,
kann durch keine noch so weit getriebene Teilung je aufhéren zu
sein.” Das Kontinuum ist nicht aus diskreten Elementen zusam-
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mengesetzt, die ,,voneinander abgetrennt, wie mit dem Beile von-
einander abgehauen* sind. Der Raum ist nicht nur in dem Sinne
unendlich, daB man in ihm nirgendwo an ein Ende kommt;
sondern an jeder Stelle ist er sozusagen nach innen hinein unend-
lich, ein Punkt 148t sich nur durch einen ins Unendliche fort-
schreitenden Teilungsprozel3 von Stufe zu Stufe genauer und ge-
nauer fixieren. Das steht in Kontrast zu dem fiir die Anschauung
ruhenden fertigen Dasein des Raumes. Diesen Charakter teilen
der kontinuierliche Raum und die kontinuierlich sich abstufenden
Qualitdten den Dingen der AuBenwelt mit: ein wirkliches Ding
kann niemals addquat gegeben sein, in einem ins Unendliche fort-
schreitenden Proze3 immer neuer und genauerer Erfahrungen ent-
faltet es seinen ,,inneren Horizont*; es ist, wie Husserl betont,
eine Grenzidee im Kantischen Sinne. Daher ist es unmoglich, das
wirkliche Ding als ein seiendes, geschlossen und in sich vollendet,
zu setzen. So treibt das Kontinuumproblem zum erkenntnis-
theoretischen Idealismus; unter anderen bezeugt Leibniz, daB das
Suchen nach einem Ausweg aus dem ,,Labyrinth des Kontinuum*
es war, was ihn zuerst zu der Auffassung von Raum und Zeit als
Ordnungen der Phidnomene hingefiihrt hat. ,,Daraus, daf3 der
mathematische Korper sich nicht in erste Grundmomente auf-
l6sen 14Bt, folgt ohne weiteres, daB er schlechterdings nichts
Reales, sondern nur ein gedankliches Gebilde ist, das nichts als
eine Moglichkeit von Teilen, keineswegs aber etwas Wirkliches
bezeichnet* (Briefwechsel zwischen Leibniz und de Volder; Philos.
Schr., ed. Gerhardt, II, S. 268).

Im Gegensatz zu diesem Wesen des Kontinuums konzipiert Leibniz,
da er, anders als Kant, metaphysisch den Phinomenen ein Fundament
in einer Welt absoluter Substanzen geben muB, die Idee der Monade:
»In dem Ideellen oder dem Kontinuum geht das Ganze den Teilen
voraus ... Die Teile sind hier nur potentiell; in den wirklichen (d. i.
substantiellen) Dingen aber geht das Einfache den Aggregaten voraus
und die Teile sind aktuell und vor dem Ganzen gegeben. Diese Erwigun-
gen heben die Schwierigkeiten in Betreff des Kontinuums: Schwierig-
keiten, die nur dann entstehen, wenn man das Kontinuum als etwas
Reales ansieht, das an sich vor aller Teilung unsererseits wirkliche Teile

besitzt, und wenn man die Materie fiir eine Substanz hilt* (Brief an
Remond; Philos. Schr. III, S. 622).
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Die Unméglichkeit, das Kontinuum als ein starres Sein zu fassen,
kann nicht priagnanter formuliert werden als durch das bekannte Para-
doxon des Zenon von dem Wettlauf zwischen Achilleus und der Schild-
krote. Der Hinweis darauf, daf3 die sukzessiven Partialsummen der Reihe

111
> taztast

1—1/2% (n=1,2,3,...) nicht iiber alle Grenzen wachsen, sondern
gegen 1 konvergieren, durch den man heute das Paradoxon zu erledigen
meint, ist gewiB eine wichtige, zur Sache gehorige und aufklirende
Bemerkung. Wenn aber die Strecke von der Linge 1 wirklich aus unend-
lich vielen Teilstrecken von der Linge 1/,, Y/,, s, ... als ,,abgehackten
Ganzen besteht, so widerstreitet es dem Wesen des Unendlichen, des
»,Unvollendbaren*, daB Achilleus sie alle schlieBlich durchlaufen hat.
Gibt man diese Moglichkeit zu, so wire nicht einzusehen, warum nicht
eine Maschine auch eine unendliche Folge distinkter Entscheidungsakte
in endlicher Zeit zum AbschluB bringen konnte, indem sie etwa das erste
Resultat nach '/, Minute lieferte, das zweite 1/, Minute darauf, das dritte
1/s Minute spéter als das zweite usf.; und so kénnte man, wenn auch das
auffassende Gehirn analog funktionierte, die Durchlaufung aller natiir-
lichen Zahlen und die sichere Entscheidung der an sie gerichteten Exi-
stentialfragen mit Ja oder Nein zuwege bringen! — Descartes ringt mit
der Vorstellung, daB in der Bewegung einer Fliissigkeit die materiellen
Korpuskeln sich teilen miissen ins Unendliche, ,,oder wenigstens ins
Unbestimmte (in indefinitum), und zwar in so viele Teile, dal man sich
in Gedanken keinen noch so kleinen vorstellen kann, von welchem man
nicht einsdhe, daBl er tatsichlich in noch viel kleinere geteilt ist. Es
bleibt ihm ein Ritsel, demgegeniiber er sich auf die Unbegreiflichkeit
der Allmacht Gottes beruft. Euler erklirt in seiner ,,Anleitung zur
Naturlehre* (Opera postuma II, 1862, S.449—560), welche in groB-
artiger Klarheit die Grundlagen der Naturphilosophie seiner Zeit zu-
sammenfaBt: Ungeachtet die K&rper ins unendliche teilbar sind, so ist
doch der Satz, daB ein jeglicher Korper aus unendlich vielen (,,letzten*)
Teilen bestehe, schlechterdings falsch und steht sogar mit der unend-
lichen Teilbarkeit in offenbarem Widerspruch (Kapitel 2, 12). Im
Kantischen System beziehen sich auf das Kontinuum die ersten beiden
Antinomien der reinen Vernunft?).

1) Die erste ist freilich recht schief formuliert; nicht darum handelt es
sich nach der Argumentation, ob die Welt einen Anfang in der Zeit hat oder
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Drei Versuche sind in der Geschichte des Denkens unter-
nommen, das Kontinuum dennoch als Sein an sich zu fassen.
Der erste radikalste 14Bt es aus zihlbaren diskreten Elementen,
Atomen, bestehen. Fiir die Materie ist dieser Weg, schon im
Altertum von Demokrit beschritten, in der modernen Physik mit
dem glédnzendsten Erfolg zu Ende gefiihrt worden. Fiir den Raum
selber scheint Platon zuerst einen konsequenten Atomismus ent-
worfen zu haben — in klarem BewuBtsein des gesteckten Zieles:
die ,,Rettung‘‘ des Phainomenon von der Idee her. Erneuert wurde
die atomistische Theorie des Raumes innerhalb der islamischen
Philosophie von den Mutakallimun (vgl. dariiber Lafwitz, Ge-
schichte der Atomistik, I, 1890, S. 139—150), im Abendlande
durch Giordano Brunos Lehre vom Minimum. Noch Hume wandelt
sich in seiner Raum-Zeit-Lehre (Treatise on human nature, 2. Teil,
4. Abschnitt) die von ihm eigentlich gemeinte Vagheit des sinnlich
Gegebenen unter den Hinden um in eine Zusammensetzung aus
unteilbaren Elementen. Angeregt durch die Quantentheorie,
taucht der Gedanke heute wieder in Diskussionen iiber die Grund-
lagen der Physik auf. Aber er ist bisher immer bloBe Spekulation
und in den ersten Anfidngen stecken geblieben, hat niemals den
geringsten Kontakt mit der Wirklichkeit gewonnen. Wie soll man
von ihm aus die rdumlichen MaBlbeziechungen verstehen? Baut
man ein Quadrat aus ,,Steinchen auf, so liegen in der Diagonale
ebenso viele Steinchen wie in der Richtung der Seite; die Diagonale
sollte also ebenso lang sein wie die Seite. Hume muf3 denn auch
zugeben, daB das ,,ebenso richtige wie einleuchtende‘* Prinzip des
MaBvergleichs von Linien und Flichen durch die Anzahl der zu-
sammensetzenden Elemente in Wahrheit nutzlos ist. Riemann
stellt in seinem Vortrag ,,Uber die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zugrunde liegen** (1854) die Alternative auf, ,,daB bei einer
diskreten Mannigfaltigkeit das Prinzip der MaBverhéltnisse schon
in dem Begriff dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer
stetigen aber anders woher hinzukommen muf3*.

nicht, sondern ob im Augenblick endlich oder unendlich viele erfiillte Zeit-
momente vergangen sind. In einer stetig erfiillten Zeit ist das letzte der Fall,
mag sie nun auf Grund eines ihr innewohnenden oder an sie herangebrachten
MaBprinzips endlich- oder unendlichlang sein.
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Der zweite Versuch ist das Unendlichkleine. Ausfiihrlich und
scharfsinnig wird am ersten Tag der ,,Discorsi e dimostrazioni‘
von Galilei dariiber diskutiert. Wie ich eine gerade Linie zu einem
Achteck oder Tausendeck knicken kann, so kann ich sie nach
Galilei auch in ein Polygon von unendlich vielen, unendlich kleinen
Seiten verwandeln, dadurch daB ich sie auf einen Kreis wickle;
bin also nicht auf einen das Ziel niemals erreichenden Grenz-
prozeB angewiesen?).

Wird ein Rad auf einer horizontalen Geraden abgerollt, so erscheint
jeder der konzentrischen kleineren Kreise zu einer horizontalen Gerade £
von gleicher Linge ausgestreckt (rota Aristotelis). Ersetzt man aber das
Kreisrad durch ein reguldres Polygon von vielen Seiten, so bilden die
,,bedeckten** Strecken auf 4, in welche sukzessive die Seiten des kon-
zentrischen Polygons hineinfallen, eine unterbrochene Linie. Beim
Kreisrad muB3 man also annehmen, daB # aus einer unendlich dichten
Aufeinanderfolge bedeckter und unbedeckter Strecken bestehe. ,,Hier
liegt eine Methode vor*, heiflit es (Opere complete, ed. Alberi, XIII,
S. 51), ,,die uns aus vielen verwirrenden Labyrinthgdngen befreit und
uns ein Verstindnis erdffnet von der schon besprochenen Kohdsion,
von der Verdiinnung und Verdichtung ohne Annahme leerer Rdume
und der Durchdringung der (materiellen) Korper: alles Schwierigkeiten,
denen wir entgehen durch die Annahme der Zusammensetzung aus
Unteilbarem‘. Besteht eine Kurve aus unendlich vielen geraden ,,Linien-
elementen‘’, so liegt der Begriff der Tangente auf der Hand: sie gibt die
Richtung eines einzelnen Linienelementes an, ist die Verbindungsgerade
zweier ,,konsekutiven‘ Kurvenpunkte. Wer aber die Galileische Hypo-
these ablehnt, kann die Tangente im Kurvenpunkte P nur erkldren als
die Grenze, der sich die Sekante PP’ unbegrenzt ndhert, wenn der zweite
bewegliche Kurvenpunkt P’ gegen P konvergiert. Sehr instruktiv ist die

1) Hankel sagt (Zur Geschichte der Mathematik in Altertum und Mittel-
alter, Leipzig 1874): ,,Der Gedanke, daB man, wie weit man auch in der
Reihe der Vielecke gehen moge, jene Kreisfliche nie erreiche, obgleich man
ihr immer ndher und ganz beliebig nahe kommt, spannt das vorstellende
Denken in dem MaBe, daB es um jeden Preis diese Liicke, welche gleichsam
zwischen der Wirklichkeit und dem Ideal liegt, auszufiillen strebt, und
psychologisch gezwungen ist, den — unendlich kleinen oder unendlich groBen ?
— Schritt zu machen und zu sagen: der Kreis ist ein Polygon mit unendlich
vielen unendlich kleinen Seiten. Die Alten aber haben diesen Schritt nicht
getan; solange es griechische Geometer gab, sind dieselben immer vor jenem
Abgrunde des Unendlichen stehen geblieben...«
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Diskussion dariiber zwischen Johann Bernoulli und Leibniz. Leibniz sagt
(Math. Schriften, ed. Gerhardt, III, S. 536): ,,Nehmen wir namlich an,
daB es in der Linie tatsdchlich die Abschnitte gibt, die durch /5, 1/4, Y, ...
zu bezeichnen sind, und daB «lle Glieder dieser Reihe tatsdchlich exi-
stieren, so schlieBen Sie daraus, daB es auch ein unendlichkleines Glied
gibt; meiner Meinung nach folgt daraus jedoch nichts weiter, als daf3 es
tatsdchlich jeden beliebigen endlichen angebbaren Bruch von jeder be-
liebigen Kleinheit gibt.*“ Aber Bernoulli repliziert (a.a.0., S. 563):,,Wenn
zehn Glieder vorhanden sind, so existiert notwendig das zehnte, wenn
hundert, so notwendig das hundertste, ..., wenn also der Zahl nach
unendlich viele Glieder vorliegen, so existiert das unendlichste (infinitesi-
male) Glied.«

Der Grenzproze3 trug den Sieg davon; denn der Limes ist ein
unvermeidlicher Begriff, dessen Wichtigkeit von der Annahme
oder Verwerfung des Unendlichkleinen nicht beriihrt wird. Hat
man ihn aber einmal gefaf3t, so sicht man, daf3 er das Unendlich-
kleine liberfliissig macht. Die infinitesimale Analyse will aus dem
durch elementare Gesetze beherrschten Verhalten im Unendlich-
kleinen durch Integration auf das Verhalten im Endlichen schlie-
Ben; so z.B. aus dem universellen Attraktionsgesetz fiir zwei
massenerfiillte ,,Volumelemente* auf die GroBe der Anziehung
beliebig gestalteter, homogen oder inhomogen mit Masse
belegter ausgedehnter Korper. Deutet man aber das Unendlich-
kleine hier nicht ,,potentiell®, im Sinne des Grenzprozesses, so
hat das eine mit dem andern nichts zu tun, die Vorgidnge im End-
lichen und im Unendlichkleinen werden ganz unabhingig von-
einander, man zerschneidet das verkniipfende Band. Hier hat
Eudoxos zweifellos den richtigen Blick besessen.

Ubrigens wiiBte ich nicht, daB man sich hinsichtlich des Unendlich-
kleinen, das ein Begriff voller Verschwommenheit und voller ,,Unbe-
greiflichkeiten* blieb — ,,die Unbegreiflichkeiten der Mathematik*
ist ein Lieblingsausdruck der damaligen Zeit —, im 18. Jahrhundert je
zu der klaren Fassung des Griechen durchgerungen hitte. Unmoglich
ist es nidmlich keineswegs, eine folgerichtige ,,nicht-archimedische*
GroBenlehre aufzubauen?), in welcher das (meistens nach Archimedes

1) Vgl. etwa Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Kap. II, § 12. Ein schon
von Leibniz und Wallis diskutiertes Beispiel unendlichkleiner Groen sind
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benannte) Axiom des Eudoxos nicht gilt; aber man sieht sofort, daB sie
fiir die Analysis gar nichts leistet. Newron und Leibniz hatten wohl die
richtige Auffassung, daB} es sich in der Infinitesimalrechnung stets nur um
den Grenziibergang zu Null handelt, einigermaBen deutlich ausgespro-
chen; aber die letzte Klarheit, die Einsicht, dafl die Durchfiihrung des
Grenzprozesses nicht blol den Wert des Limes zu bestimmen, sondern
seine Existenz erst zu garantieren hat, mangelt ihnen doch noch. Darum
befindet sich auch Leibniz noch ganz im unklaren iiber die Summation
unendlicher Reihen. Die Limestheorie gewinnt nur langsam an Boden.
Mit Entschiedenheit verkiindet d’Alembert 1784 in der Encyclopédie:
La théorie de la limite est la base de la vraie métaphysique du calcul
différentiel. Il ne s’agit point, comme on le dit ordinairement, des quantités
infiniment petites; il s’agit uniquement des limites de quantités finies.
Und erst Cauchy gelingt zu Beginn des 19. Jahrhunderts die konsequente
Durchfithrung. Cauchy ermittelt insbesondere das richtige Kriterium
fiir die Konvergenz der unendlichen Reihen, die Bedingung dafiir, daB3
durch einen unendlichen ProzeB eine Zahl als Grenzwert erzeugt wird.
Der Beweis des Kriteriurns aber erfordert jene Festlegung des Zahl-
begriffes, wie sie dann im Dedekindschen Schnittprinzip erreicht wurde.

Der dritte Versuch, das Kontinuum im Platonischen Sinne zu
»retten®, liegt in der modernen mengentheoretischen Begriindung
der Analysis vor.
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66 | Zahl und Kontinuum. Das Unendliche

8. Die Mengenlehre

Zunichst kann es so scheinen, als sei mit dem Grenzprozel3
das starre Sein endgiiltig ins Werden aufgelost; als sei damit allein
schon des Aristoteles Lehre mathematisch realisiert, daf3 das Un-
endliche nur dvrduet (der Potenz nach), nur im Entstehen und Ver-
gehen, nicht aber évegyeig existiere. Ein Irrtum! Die einzelne kon-
vergente Folge, wie z. B. die Folge der Partialsummen der Leib-
nizschen Reihe

1 1 1 1

T3 s

welche gegen 7z/4 konvergiert, entfaltet sich ja nicht in einem gesetz-
losen ProzeB, dem wir uns blind iiberlassen miissen, um zu erfah-
ren, was er von Stufe zu Stufe gebiert; sondern sie ist ein fiir alle-
mal festgelegt durch ein bestimmtes Gesetz, das jeder natiirlichen
Zahl n den zugehérigen Niherungswert (die n-te Partialsumme)
zuordnet. Eine Aufteilung der unendlich vielen rationalen Zahlen
in die drei Klassen I, II, III des Dedekindschen Schnitts geschieht
nicht so, da3 man einen Bruch nach dem anderen vornimmt und
ihn seiner Klasse zuweist, sondern gesetzmiBig, indem man an-
gibt: alle rationalen Zahlen mit der und der Eigenschaft kommen
in die Klasse I (es geniigt, die Klasse I zu definieren, da durch sie
die beiden anderen ohne weiteres mitbestimmt sind). Das Gesetz
bzw. die Eigenschaft legt die intendierte reelle Zahl exakt fest. —
Es heiBit, eine Funktion f(x) sei an der Stelle x = a stetig, wenn
S (x) gegen f(a) konvergiert, wihrend die Verdnderliche x gegen
a strebt — wie aber wird dieser Begriff der Konvergenz erklirt?:
,»ZU jedem positiven & gebe es eine positive Zahl 6 von der Be-
schaffenheit, daB fiir alle reellen Zahlen x, welche der Bedingung
a—dJd < x < a + 0 geniigen, auch die Ungleichung f(a@) —¢
< f(x) < f(a) -+ ¢ erfiillt ist.” Unsere Auffassung bleibt also
statisch; sie ist gekennzeichnet durch die schrankenlose Anwen-
dung der Termini ,,es gibt** und ,,alle* nicht bloB auf die natiir-
lichen Zahlen, sondern auch auf die Stellen im Kontinuum, d. h.
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auf die moglichen Folgen oder Mengen natiirlicher Zahlen. Hierin
besteht das Wesen der Mengenlehre; nicht nur die Zahlenreihe,
sondern auch die Gesamtheit ihrer Teilmengen betrachtet sie als
einen geschlossenen Inbegriff an sich existierender Gegenstinde.
So steht sie ganz auf dem Boden des aktual Unendlichen. Dies
einmal zugegeben, ist aber das gewaltige Bauwerk der Analysis
von unerschiitterlicher Festigkeit: sicher fundiert, in allen Teilen
streng begriindet, scharf in den Begriffen und liickenlos in den
Beweisen. Sie hat dadurch Grundlagen gewonnen, welche die
Einhelligkeit aller an ihr Arbeitenden unbedingt verbiirgen.

Freilich bedurfte es eines bedeutenden mathematischen Scharfsinns,
um die allgemeinsten Tatsachen iiber die Stetigkeit, welche der An-
schauung am nidchsten zu liegen scheinen, sicherzustellen: daB z. B.
eine stetige Funktion alle Zwischenwerte annimmt, daf} eine geschlossene
doppelpunktlose Kurve in der Ebene die Ebene in zwei Gebiete teilt,
oder daB man ein zweidimensionales Gebiet nicht auf ein dreidimensio-
nales umkehrbar-eindeutig und stetig abbilden kann. Wir machen an
unseren Studenten immer wieder die Erfahrung, wie langwieriger Schu-
lung es bedarf, um die fiir das Verstindnis dieser Beweise und ihrer
Strenge erforderliche Voraussetzungslosigkeit sich zu erwerben. Neben
solchen die Anschauung bestdtigenden Sitzen deckt die Analysis
andererseits viele Vorkommnisse auf, denen die Anschauung nicht zu
folgen vermag: stetige Kurven, welche iiberall ohne Tangente sind oder
ein ganzes Quadrat erfiillen u.dgl. mehr. Alle unbewiesenen Voraus-
setzungen auf der geschilderten Grundlage sicherzustellen, war das
Werk des 19. Jahrhunderts von Cauchy und Gauf bis Weierstraf.

Nicht nur der Analysis, sondern auch der ersten Anfiange der
Mathematik, der Lehre von den natiirlichen Zahlen, hat sich die
mengentheoretische Methode bemichtigt. Die Zahlenreihe ist ihr
eine fertige Menge Z, innerhalb deren eine Abbildung n— n’
definiert ist, welche jedem Element » der Menge in eindeutig be-
stimmter Weise ein Element »’ zuordnet. Eben dadurch, daB so Z
eineindeutig auf eine nicht mit Zidentische Teilmenge von sich sel-
ber abgebildet erscheint (dasselbe leisten die Zuordnungen » — 2 n
oder n — n2), gibt sich Z als unendliche Menge zu erkennen. Der
Endlichkeit einer Menge kann man erst versichert sein, wenn die
Unmoglichkeit einer derartigen Abbildung nachgewiesen ist.
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Fiir die Mengenlehre besteht also zwischen dem Endlichen und dem
Unendlichen keine grundsitzliche Schranke; ja das Unendliche erscheint
ihr sogar als das Einfachere (wie auch Descartes den Vorrang des Be-
griffs des Unendlichen vor dem Endlichen behauptet hat: Brief an
Clerselier, Corr. V, S. 356, und Dritte Meditation, §28). DaB in dem
angegebenen bestimmten Sinne fiir das Unendliche Euklids GroB8en-
axiom xal 76 6Aov uégovs ueilov (das Ganzeist groBer als sein Teil) nicht
gilt, bemerkt bereits Galilei, Discorsi (Opere, ed. Alberi, XIII, S. 36);
Leibniz (Brief an Bernoulli, Math. Schriften, ed. Gerhardt, III, S. 536)
schlieBt daraus, daB ,,die Anzahl oder Menge aller Zahlen einen Wider-
spruch einschlieBt, wenn man sie als ein einziges Ganzes nimmt*. Fiir
Bolzano (Paradoxien des Unendlichen, 1851, § 20) liegt hierin eine ,,Para-
doxie des Unendlichen*, Dedekind endlich (Was sind und was sollen die
Zahlen ? 1887) erhebt diesen Tatbestand zur Definition des Unendlichen.

Nennt man mit Dedekind eine Menge K natiirlicher Zahlen
eine Kette, wenn mit jeder in K als Element auftretenden Zahl x
auch ihr ,,Bild*“ x’ in K vorkommt, so driickt sich die Tatsache,
daBl man zu einer beliebig vorgegebenen Zahl dadurch gelangen
kann, daB man mit 1 beginnt, zu dessen Bild 1’ = 2 iibergeht,
darauf durch abermaligen Vollzug der Abbildung zu 2’ =3
gelangt, und so fort — diese logisch anscheinend nicht weiter zu
reduzierende Vorstellung des ,,und so fort*, die das Wesen der
natiirlichen Zahlenreihe ausmacht, driickt sich in folgendem
Grundsatz aus: Jede Kette, welche 1 als Element enthdlt, ist mit
ganz Z identisch. Die vollstindige Induktion kann also auf die
transfinite Verwendung der Begriffe ,,alle* und ,,es gibt* begriin-
det werden; es fillt dadurch in der Mengenlehre die Scheidewand
zwischen Mathematik und Logik. Die Untersuchungen von
Dedekind, Frege, Russell gehen darauf hinaus, die Mathematik
vollstindig zu logisieren. — Fragt man, wann eine natiirliche
Zahl nkleiner ist als die vorgegebene Zahl m, so ersetzt die Mengen-
lehre das finite spezifisch arithmetische Kriterium (,,wenn die
Durchzihlung der Zahlen von 1 bis m, noch bevor m erreicht ist,
iiber n fithrt*‘) durch ein transfinites von rein logischem Charakter:
,,wenn es eine Kette gibt, welche m, aber nicht n enthélt*. Aber
nur indem man diese Stufe der Anwendung von ,.es gibt* er-
klimmt, wo es auf die Mengen natiirlicher Zahlen bezogen wird,
ist etwas Derartiges moglich.
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Und erst hierzu ist die Vergegenstindlichung der Mengen und
damit der Eigenschaften erforderlich, welche die gewoOhnliche
Umgangssprache seltsamerweise von Anfang an vollzogen hat.
Eine Aussage wie etwa ,,Die Rose ist rot** wird nun nicht mehr dem
Schema ,,x ist rot*“ mit der einen Leerstelle x untergeordnet,
sondern dem allgemeineren ,,x hat die Eigenschaft X*, aus wel-
chem sie durch die Ausfiillung x = Rose, X = rot hervorgeht.
Die Worte ,,hat die Eigenschaft* bezeichnen eine gewisse Rela-
tion &, welche zwischen dem willkiirlichen Gegenstand x und
einer willkiirlichen Eigenschaft X bestehen kann. Erst hier tritt
die Kopula ¢ auf: sie wandelt das von Hause aus zweiteilige Urteil
in ein dreiteiliges x & X. (Die grotesken Verwechslungen der
Kopula mit der Existenz und der Gleichheit sind eines der traurig-
sten Zeichen fiir die Abhingigkeit der philosophischen Spekula-
tion von zufilligen Sprachformen.) Und nun ist die Bahn frei,
auch auf die Leerstelle X formal die Definitionsprinzipien § 1, 6.
und 7. anzuwenden. Die Einfiihrung des allgemeinen Mengen-
begriffs besteht somit aus zwei wesentlich verschiedenen Schritten:
der erste ist die eben geschilderte Vergegenstdndlichung, der
zweite die Ubereinkunft, zwei Eigenschaften X, Y oder die kor-
respondierenden Mengen dann gleich zu setzen, wenn alle Ele-
mente von X auch zu Y gehoOren und umgekehrt.

Aus einem Inbegriff einzelner aufgewiesener Gegenstinde
konnen wir durch Auswahl der Reihe nach alle moglichen Teil-
mengen herstellen und iiberblicken. Bei der unendlichen Menge Z
ist aber der Existentialabsolutismus fiir die Teilmengen noch be-
denklicher als fiir die Elemente. Da man nur solcher Teilmengen
habhaft werden kann, die gesetzmiBig durch eine charakteristische
Eigenschaft ihrer Elemente festgelegt sind, wird man schwer das
Gefiihl los, daB3 damit eine chaotische Fiille von Moglichkeiten,
von willkiirlich ,,zusammengewiirfelten®, ,,gesetzlosen Mengen
unter den Tisch fallt. Aber der antinomische Charakter des unfaB-
baren ,,Inbegriffs aller moglichen Eigenschaften natiirlicher
Zahlen‘ 148t sich noch viel priziser darlegen. Es sei uns gelungen,
irgendwie einen ,,umfangsdefiniten’‘ Inbegriff solcher Eigenschaf-
ten, ich will sie Eigenschaften 1. Stufe nennen, abzustecken; so
daf} wir von der Frage ,,Gibt es eine Eigenschaft 1. Stufe von der
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und der genau geschilderten Art U oder nicht?* stets glauben
diirfen, sie fdnde Antwort in einem an sich bestehenden Sachver-
halt. Alsdann kénnen wir von der Eigenschaft Ey reden, die einer
Zahl x dann und nur dann zukommt, falls es iiberhaupt eine
Eigenschaft 1. Stufe von der Art U gibz, deren x teilhaftig ist.
Aber diese Eigenschaft Ey steht gewiB ihrem Sinne nach auller-
halb des Kreises der Eigenschaften 1. Stufe, sie gehoOrt einer
hoheren, der 2. Stufe von Eigenschaften an, weil sie erst auf
Grund der Gesamtheit der Eigenschaften 1. Stufe definiert ist.
No totality can contain members defined in terms of itself ( Russell).
Ahnlich baut sich auf der 2. die 3. Stufe auf usf. Man miiBte ent-
sprechend Mengen natiirlicher Zahlen und damit reelle Zahlen
1., 2., 3., ... Stufe unterscheiden. Die Konstruktionsweise der
Eigenschaft Ey tritt in der Analysis z. B. auf, wenn die obere
Grenze einer Punktmenge auf der Geraden bestimmt wird. Die
Verwischung dieser zuerst von Russell in seiner Typenlehre nach-
gewiesenen Stufenunterschiede durch den Existentialabsolutismus
bedeutet einen unbestreitbaren circulus vitiosus.

Dem Dilemma wiirde man nur dann entgehen, wenn jede Eigen-
schaft 2. Stufe mit einer Eigenschaft 1. Stufe zwar nicht sinnesgleich,
aber umfangsgleich wire. Solange man die Reihe der natiirlichen Zahlen
fiir einen umfangsdefiniten Inbegriff gelten 146t, konnte man als Eigen-
schaften 1. Stufe z. B. diejenigen in Anspruch nehmen, welche mit Hilfe
der in § 1 angefiihrten Definitionsprinzipien aus der einen Grundrelation
,,n folgt auf m‘‘ im Gebiete der natiirlichen Zahlen entspringen. In diesem
Falle wird unser Wunsch kaum erfiillt sein. Die Aufgabe wire, die
Konstruktionsprinzipien fiir die Eigenschaften 1. Stufe so zu erweitern,
daB nachweislich jede Menge 2. Stufe mit einer der 1. zusammenfilit.
Aber es ist nicht das leiseste Anzeichen dafiir vorhanden, daB3 dies ge-
lingen konnte. Russell 148t, um sich aus der Affire zu ziehen, die Ver-
nunft Harakiri begehen, indem er jenen der Einsicht sich vollig ver-
schlieBenden Satz als axiom of reducibility postuliert. Ich selber habe
in einer 1918 erschienenen Schrift ,,Das Kontinuum* ehrlich die Konse-
quenzen gezogen und ein Feld von reellen Zahlen 1. Stufe konstruiert,
innerhalb dessen die wichtigsten Operationen der Analysis sich voll-
ziehen lassen.

Trotz des antinomischen Charakters hat bisher die Idee der
absoluten Existenz im Gebiete der natiirlichen Zahlen und Zahl-
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mengen zu keinem Widerspruch gefiihrt. G. Cantor aber streifte
alle Fesseln ab, indem er vollig frei mit dem Mengenbegriff
operierte, insbesondere zulieB, daB von jeder Menge wieder die
Menge aller ihrer Teilmengen gebildet werden konne. Er ent-
wickelte eine allgemeine Theorie der Kardinalzahlen und Ordinal-
zahlen unendlicher Mengen. Erst hier stieB man an den duBersten
Grenzen der Mengenlehre auf wirkliche Widerspriiche. Als ihre
Wurzel vermag man aber nur die schon von Anfang an in der
Mathematik begangene Kiihnheit aufzudecken: daB ein Feld
konstruktiver Moglichkeiten als geschlossener Inbegriff an sich
seiender Gegenstinde behandelt wurde. Vgl. dariiber Weyl, Die
heutige Erkenntnislage in der Mathematik, Symposion I, S. 13.
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9. Intuitive Mathematik

Klar erkannte dies erst L. E. J. Brouwer (seit 1907); er entwarf
den Aufbau einer Mathematik, welche den Sprung ins Jenseits,
von dem wir am Ende des § 6 sprachen, nicht vollzieht. Ein Exi-
stentialsatz — etwa ,,es gibt eine gerade Zahl*“ — ist iiberhaupt
kein Urteil im eigentlichen Sinne, das einen Sachverhalt behauptet.
Eine ,,unendliche logische Summe*, wie es dieser Satz ist (1 ist
gerade oder 2 ist gerade oder 3 ist gerade oder ... in inf.) ist
evidentermaflen unvollziehbar. ,,2 ist eine gerade Zahl®, das ist
ein wirkliches Urteil (sofern die Eigenschaft ,,gerade* wie auf
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S. 51 durch Rekursion definiert ist); ,,es gibt eine gerade Zahl*
ist nur ein aus diesem Urteil gezogenes Urteilsabstrakt. Bezeichne
ich Erkenntnis als einen wertvollen Schatz, so ist das Urteils-
abstrakt ein Papier, welches das Vorhandensein eines Schatzes
anzeigt, ohne jedoch zu verraten, an welchem Ort. Sein einziger
Wert kann darin liegen, daB es mich antreibt, nach dem Schatze
zu suchen. Das Papier ist wertlos, solange es nicht durch ein
solches dahinter stehendes Urteil wie ,,2 ist eine gerade Zahl*
realisiert wird. Wo von nichts als der Mdglichkeit einer Konstruk-
tion die Rede ist, liegt kein inhaltvolles Urteil vor, sondern nur
im Hinblick auf die gelungene Konstruktion, den gefiihrten Beweis
gewinnt eine Existentialbehauptung Sinn. An den vielen Existenz-
theoremen der Mathematik ist jeweils nicht das Theorem das
Wertvolle, sondern die im Beweis gefiihrte Konstruktion; ohne
sie ist der Satz ein leerer Schatten.

Auf die in § 3 aufgeworfene Frage: wie kann ich aus einem Existen-
tialsatz etwas schliefen, ist hier zu antworten: auf keine Weise; da er
nichts aussagt, kann aus ihm auch nichts erschlossen werden. Immer
muB man an Stelle des Existentialsatzes das sinnvolle Ganze setzen, aus
dem er als,,Urteilsabstrakt‘isoliert wurde. Aber wie gelangen wir anderer-
seits zu den allgemeinen Sitzen iiber natiirliche Zahlen? Das werde an
einem moglichst einfachen Beispiel deutlich gemacht. Die zahlentheo-
retische Funktion ¢(n) werde durch vollstdndige Induktion folgender-
maBen erklért:

) ¢(1)=1; B) e(n)=(e(n);
in f) haben wir eine allgemein giiltige Aussage vor uns, aus der nun in
Verbindung mit «) durch vollstidndige Induktion z. B. erschlossen werden
kann, daB allgemein @(n) = n ist. Die Definition selber ist also die
Wurzel der Allgemeinheit, von welcher man weiter schreitet durch die
vollstindige Induktion. Das (Definitions- und SchluB-) Prinzip der voll-
standigen Induktion, nicht auf eine Formel gebracht, sondern auf Schritt
und Tritt in concreto angewandt, ist die eigentliche und einzige Kraft
der Mathematik, die mathematische Urintuition. Hierin trifft Brouwer
mit H. Poincaré zusammen (Wissenschaft und Hypothese, deutsch
2. Aufl. 1902). Die Negation einer allgemeinen Aussage iiber Zahlen
ware ein Existentialsatz; da dieser nichtssagend ist, sind die allgemeinen
Urteile nicht negationsféahig. Auch eineallgemeineAussage weist nicht auf
cinen an sich bestehenden Sachverhalt hin, sie ist nicht gemeint als
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logisches Produkt unendlich vieler Einzelaussagen, sondern hypothe-
tisch: angewandt auf eine einzelne bestimmte vorliegende Zahl liefert sie
ein bestimmtes Urteil. Fiir das tertium non datur (entweder haben alle
Zahlen die Eigenschaft % oder es gibt eine Zahl mit der Eigenschaft )
ist hier kein Raum. Der Glaube daran ist nach Brouwer (Jahresber.
Deutsch. Math.-Vereinig. 28, 1920, S.204) ,,historisch dadurch ver-
ursacht worden, daB man zunéchst aus der Mathematik der Teilmengen
einer bestimmten (lies: durch Aufweisung ihrer Elemente gegebenen)
endlichen Menge die klassische Logik abstrahiert, sodann dieser Logik
eine von der Mathematik unabhidngige Existenz a priori zugeschrieben
und sie schlieBlich auf Grund dieser vermeintlichen Aprioritdt unbe-
rechtigterweise auf die Mathematik der unendlichen Mengen angewandt
hat.*

In der Brouwerschen Analysis ist die einzelne Stelle im Konti-
nuum, die reelle Zahl, nicht durch eine Menge, sondern durch eine
Folge natiirlicher Zahlen zu definieren, durch ein Gesetz, das jeder
natiirlichen Zahl n eine ebensolche ¢ (n) zuordnet. (Die Gleich-
wertigkeit beider Definitionsarten fillt dahin, sobald die natiir-
lichen Zahlen nicht mehr als ein umfangsdefiniter Inbegriff be-
handelt werden diirfen.) Wie kommt nun eine Behauptung nicht
uber alle natiirlichen, sondern iiber alle reellen Zahlen, iiber alle
Werte einer reellen Variablen zustande? In vielen Fillen, zeigt
Brouwer, betreffen Aussagen der bisherigen Analysis von dieser
Form bei richtiger Interpretation lediglich die Allheit der natiir-
lichen Zahlen. Andernfalls aber wandelt sich der Begriff der Folge:
es ist darunter nicht mehr eine wie auch immer gesetzméifBig deter-
minierte, sondern eine Folge zu verstehen, die vorn Schritt zu
Schritt durch freie Wahlakte entsteht und die darum nur als eine
werdende betrachtet werden kann. Die werdende Wahlfolge
reprasentiert das Kontinuum oder die Variable, die durch ein
Gesetz ins Unendliche bestimmte Folge aber die einzelne in das
Kontinuum hineinfallende reelle Zakl. Das Kontinuum erscheint
hier nicht als ein Aggregat fester Elemente, mit Leibniz zu reden,
sondern als ein Medium freien Werdens. Von einer werdenden
Wahlfolge kénnen natiirlich nur solche Eigenschaften sinnvoller-
weise ausgesagt werden, fir welche die Entscheiaung ja oder nein
(kommt die Eigenschaft der Folge zu oder nicht) schon fillt, wenn
man in der Folge bis zu einer gewissen Stelle gekommen ist, ohne
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daB die Weiterentwicklung der Folge iiber diesen Punkt des Wer-
dens hinaus, wie sie auch ausfallen moge, die Entscheidung wieder
umstoBen kann.

Nicht in der Beziehung von Element zu Menge, sondern in der-
jenigen des Teiles zam Ganzen sieht Brouwer im Einklang mit der An-
schauung das Wesen des Kontinuums. Es fillt unter den Begriff des
,,extensiven Ganzen*, den Husserl dadurch kennzeichnet, daB3 es ,,eine
derartige Zerstiickung zuldBt, bei welcher die Stiicke ihrem Wesen nach
von derselben niedersten Gattung sind, als welche durch das ungeteilte
Ganze bestimmt wird*“ (Logische Untersuchungen, 2. Aufl., II, S. 267).
Das Teilungsschema des eindimensionalen Kontinuums machen wir uns

am besten an der endlichen Strecke klar. Durch

1 Halbierung zerfillt sie in 2 Teile, einen linken (10)

N und einen rechten (11), jeder dieser Teile wiederum

10/ \}1 durch Halbierung in zwei weitere, einen linken und
AN einen rechten, 100, 101, 110, 111, usf. Dieser Pro-

100 101 110 111  zeB 14Bt sich rein kombinatorisch beschreiben und

/\/ \/\/\ liefert dann die arithmetische Leerform des begrenz-

ten eindimensionalen Kontinuums. Davon zu unter-
scheiden ist seine Verwirklichung an einem konkret vorliegenden Kon-
tinuum, wie es die rdumliche Strecke ist. Sie hat durch eine dem arith-
metischen Schema entsprechende fortgesetzte Teilung zu geschehen, bei
der es aber nicht darauf ankommt, daB die beiden Teile jedesmal gleich-
lang sind oder daB iiberhaupt ein solcher MaBbegriff innerhalb des Kon-
tinnums zur Verfiigung steht; nur muB die Feinheit der Teile schlieBlich
unter jede mogliche Genauigkeitsschwelle sinken. (Es kann sogar sein,
daBl im Wesen des gegebenen Kontinuums keine Begriindung fiir einen
Langenvergleich liegt.) Durch diesen ProzeB, der in concreto immer nur
bis zu einer gewissen Stufe durchgefiihrt sein kann, wird im Kontinuum
ein Koordinatensystem festgelegt, das es ermoglicht, die einzelnen Teile
begrifflich-arithmetisch durch Dualbriiche zu kennzeichnen. Da sich in
einem wirklichen Kontinuum keine exakten Grenzen setzen lassen, muf3
man sich ferner vorstellen, daB das Teilungsgeriist bei keinem Schritt
bereits genau fixiert ist, sondern bei fortschreitender Teilung die fritheren
Teilpunkte an Schirfe bestindig zunehmen. — Je zwei zusammen-
stoBende Teile der »ten Teilungsstufe fiige man zusammen zu einem
,»Teilintervall vter Stufe. Die Teilintervalle vter Stufe greifen so iiber-
einander, daB fiir irgendeine nur nidherungsweise, aber mit einer hin-
reichenden Anndherung gegebene Zahl mit Sicherheit ein Teilintervall
vter Stufe angegeben werden kann, in welches sie hineinfillt. Als eine
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unendliche Folge von Teilintervallen wachsender Stufe, deren jedes inner-
halb des vorhergehenden der Folge liegt, wird also die einzelne reelle
Zahl zu definieren sein.

Zwei reelle Zahlen «, § fallen zusammen, wenn das nte Intervall der
Folge « und das nte Intervall der Folge S sich fiir jeden Wert von n
ganz oder teilweise iiberdecken; sie sind verschieden, wenn es eine Ord-
nungszahl » gibt, fiir welche jene beiden Intervalle getrennt liegen. Wegen
der Unanwendbarkeit des tertium non datur auf derartige Sitze liegt hier
nach Brouwer keine an sich bestehende vollstindige Alternative vor.
Das paBt sehr gut zu dem Charakter des anschaulichen Kontinuums;
denn in ihm geht das Getrennt-Sein zweier Stellen beim Zusammen-
riicken sozusagen graduell, in vagen Abstufungen, iiber in die Un-
unterscheidbarkeit. In einem Kontinuum kann es nach Brouwer nur
stetige Funktionen geben. Das Kontinuum lift sich nicht aus Teilen zu-
sammensetzen. So Kann ich wohl innerhalb des Kontinuums der reellen
Zahlen das Teilkontinuum der positiven Zahlen herausheben, indem ich
nur positive Dualbriiche zur Bildung von Intervallen und Intervallfolgen
benutze. Es gilt aber nicht, daB das ganze Kontinuum aus dem der
positiven, der negativen und der mit 0 zusammenfallenden Zahlen zu-
sammengesetzt sei in dem Sinne, daB jede Zahl einem dieser drei
Kontinuen angehodren mii3te. Die alte Wahrheit kommt hier zu priziser
Durchfiihrung, welche Aristoteles (7l drduwy yoauudv) so ausdriickt:
,,Das Bewegte bewegt sich nicht zdhlend*, oder (Physik, Kap. VIII):
,,Wenn man die stetige Linie in zwei Hilften teilt, so nimmt man den
einen Punkt fiir zwei; man macht ihn sowohl zum Anfang als zum Ende;
indem man aber so teilt, ist nicht mehr stetig weder die Linie noch die
Bewegung ... In dem Stetigen sind zwar unbegrenzt viele Halften, aber
nicht der Wirklichkeit, sondern der Moglichkeit nach.* Man vergleiche
dazu die oben zitierten Stellen iiber das Kontinuum aus Leibnizens Brief-
wechsel! Der Grundsatz kommt wieder zu seinem Recht, daB ,,sich nicht
trennen 148t, was nicht schon getrennt ist* (Gassendi).

Die Mathematik gewinnt mit Brouwer die hochste intuitive Klarheit.
Die Anfiange der Analysis vermag er in natiirlicher Weise zu entwickeln,
den Kontakt mit der Anschauung viel enger wahrend als bisher. Aber
man kann nicht leugnen, daBl im Fortschreiten zu hdheren und allge-
meineren Theorien die Unanwendbarkeit der einfachen Grundsitze der
klassischen Logik schlieBlich eine kaum ertragliche Schwerfilligkeit zur
Folge hat. Und mit Schmerzen sieht der Mathematiker den groBten Teil
seines, wie er meinte, aus festen Quadern gefiigten Turmbaus in Nebel
zergehen.
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10. Symbolische Mathematik

Ist kein Weg geblieben, so radikalen Konsequenzen zu ent-
gehen ? Der Entschlufl zu dem Opfer ist doppelt schwer angesichts
des historischen Faktums, dafl in der mengentheoretischen Ana-
lysis trotz der kiithnsten und mannigfaltigsten Kombinationen eine
vollkommene Sicherheit des SchlieBens und eine offenkundige
Einhelligkeit aller Ergebnisse angetroffen wird. Hilbert macht
sich anheischig, durch die axiomatische Methode die Mathematik
in ihrem vollen Besitzstande zu sichern. Freilich ist auch er davon
durchdrungen, daB3 die Kraft des inhaltlichen Denkens nicht
weiter reicht als Brouwer behauptet, daB sie die transfiniten
SchluBweisen der Mathematik nicht zu tragen imstande ist, da3
es keine Rechtfertigung fiir alle die transfiniten Aussagen der
Mathematik als inkhaltlicher, einsichtiger Wahrheiten gibt. Was
Hilbert sicherstellen will, ist nicht die Wahrheit, sondern die
Widerspruchslosigkeit der alten Analysis.

Zu diesem Zweck mull er die Mathematik samt der Logik
Jormalisieren zu einem nach festen Regeln vor sich gehenden Spiel
mit Zeichen. (Sie sind nicht gemeint als Zeichen fiir etwas; Zeichen
der letzteren Art nennt Hilbert ,,Mitteilungszeichen* und ver-
wendet fiir sie die deutschen Buchstaben.) Die mathematischen
Formeln, die aus jenen Zeichen bestehen, lassen nicht durchweg
eine inhaltliche Deutung zu; neben die sinnvollen sind ,,ideale
Aussagen‘ getreten, die eingefiihrt wurden, um die Giiltigkeit der



Symbolische Mathematik | 77

einfachen logischen Gesetze kiinstlich wiederherzustellen, die
nach Brouwer beim Ubergang zum Unendlichen verlorengegangen
waren — so wie in der algebraischen Zahlentheorie ideale Zahlen
eingefiihrt werden, um die Giiltigkeit der einfachen Teilbarkeits-
sdtze zu erzwingen. Es kommen vier verschiedene Sorten von
Zeichen vor?), die sich durch die fiir sie giiltigen Spielregeln analog
unterscheiden wie etwa die Bauern und die Springer im Schach-
spiel: Konstante (wie 1), Variable (Symbole fiir Leerstellen, x, »,...),
ein- und mehrstellige Operationen und Integrationen. Die wichtig-
sten einstelligen Operationen sind — (Negation), o (Ubergang von
einer natiirlichen Zahl zur nichstfolgenden), Z (Za, lies: a ist
natiirliche Zahl), die wichtigsten zweistelligen —, = und &. Wir
fassen sie alle als Operationen auf; Z ist die Operation, welche
aus a die Aussage erzeugt: a ist eine Zahl, = die Operation, welche
aus a und b die Aussage erzeugt: a gleich b. Konsequenterweise
mogen diese Operationszeichen denn auch (um die Spielregeln
bequem allgemein formulieren zu konnen) alle vor die Glieder

geschrieben werden, auf welche sie sich erstrecken, z. B. 8<§
statta ¢ b. Integrationen sind 2, 11, ; sie tragen eine (oder mehrere)
beliebige Variable als Index. Durch ein vorgesetztes Integrations-
zeichen mit dem Index x wird die Variable x an allen Stellen der
darauf folgenden Formel ,,gebunden®, ihrer Substitutionsfdhig-
keit beraubt. Im Laufe der Entwicklung der Mathematik konnen
bestindig neue Zeichen eingefiihrt werden. Was eine Formel ist,
wird rekursiv erkldrt: ,,x) jede Konstante oder Variable fiir sich
ist eine Formel; f) aus einer oder zwei (oder mehreren) schon ge-
bildeten Formeln entsteht eine neue, wenn man ein ein- bzw.
zwei- (bzw. mehr-)stelliges Operations- oder Integrationszeichen
hinschreibt und die betreffenden Formeln dahinter setzt. Die
fertige Formel sieht dann wie ein (parthenogenetischer) Stamm-
baum von Symbolen aus, von dem die ,,grammatikalische Struk-
tur der Formel, das heiB3t die Art ihrer rekursiven Konstruktion
unzweideutig abgelesen werden kann. AuBerdem kann man so

1) Ich schlieBe mich hier einem gegeniiber Hilbert vereinfachten Formalis-

mus an, den v. Neumann (Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschr.
1926) aufstellt.
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entscheiden, ob eine gegebene stammbaumédhnliche Anordnung
von Symbolen eine Formel ist oder nicht.

Man braucht sich kein Gewissen daraus zu machen, daBl im Forma-
lismus die Operationen unterschiedslos auf alles mégliche ausgelibt
werden. Wer ob solcher Grofziigigkeit bange ist, wird vielleicht zwischen
»»numerischen* und ,,faktischen** Formeln unterscheiden wollen, etwa
nach den folgenden rekursiven Festsetzungen: ,,x) Eine Konstante oder
Variable fiir sich, ferner jede mit o oder ¢; beginnende Formel ist eine
numerische Formel; andererseits sind Formeln, die mit -, —, v, &,
Z, =, g, Xy, I, beginnen, faktische. B) Auf die Symbole o und Z muBl
eine, auf =, & miilssen zwei numerische, dagegen auf —, ¢z, Xy, I1; eine
und auf —, &, v zwei faktische Formeln folgen. Ahnliche Einschrin-
kungen miissen sodann die axiomatischen Regeln und die syllogistische
Regel des Schliefens begleiten. Ist (wie im folgenden stets) A(x) eine
beliebige Formel, in welcher nur eine Variable x frei (nicht gebunden)
vorkommt, b (oder ¢) eine Formel ohne freie Variable oder eine ,,ge-
schlossene Formel, so kann man in ¥ iiberall dort, wo x frei auftritt,
die ganze Formel b an Stelle von x einsetzen. Durch dieses anschaulich
beschriebene Verfahren der Substitution entsteht wiederum eine Formel;
sie ist gemeint mit dem Abkiirzungszeichen 2 (6). Der Ubersichtlichkeit
halber verwenden wir jetzt die Operationszeichen wieder in der iiblichen
Weise vor, iiber oder zwischen den Gliedern und schreiben a 4 1 an
Stelle von oa (so daB also 4 1 ein nachgestelltes Operationszeichen ist,
das mit der Konstanten 1 nichts zu tun hat).

Ausgangspunkt eines Beweises sind die Axiome. Dazu gehdren erstens
die Axiome der finiten Logik; z. B.

c—>(b—c).

Doch werden sie jetzt als allgemeine Regeln zur Bildung von Axiomen
betrachtet: nimm irgend zwei Formeln b und ¢ her ohne freie Variable
und stelle sie zu der Formel c— (b — ¢) zusammen; was du so erhiltst,
darfst du als Axiom benutzen. Zweitens treten auf die beiden Axiomen-
regeln der Gleichheit; sie vermitteln zwischen Logik und Arithmetik:

b=0b;
(b=0)-(A (D) =A(c)).
Drittens spezifisch arithmetische Regeln von finitem Charakter; in ihnen

erscheint die Konstante 1, der gegenstindliche Ausgangspunkt aller
Konstruktion:
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Z1.

Zb—>Z(b+1).

(b+1=c+1)>(b=0c).
b+1=1.

Nunmehr folgt der transfinite Teil. Stiitzt man sich auf die von
Brouwer bestrittene Alternative, dal3 es entweder einen Redlichen
gibt oder daB alle Menschen unredlich sind, so kann man einen
Aristides finden, von welchem feststeht: ist irgendein Mensch
redlich, so ist Aristides redlich. Man wihle ndmlich im ersten Fall
fir Aristides einen der Redlichen, im zweiten einen beliebig
herausgegriffenen Menschen. Um aber fiir jede Figenschaft,
nicht nur die ,,Redlichkeit®, fiir jede eine einzige Variable x frei
enthaltende Formel 9 diesen Aristides konstruieren zu kdnnen,
fingieren wir einen gottlichen Automaten, der das leistet: er
liefert uns, wenn wir eine beliebige Eigenschaft U in ihn hinein-
werfen, jenes Individuum &,%(, das sicherlich die Eigenschaft %
besitzt, wenn es tiberhaupt ein derartiges Individuum gibt. & ist
ein Integrationszeichen (aus Koketterie mit dem verhdngnisvollen
Sprachgebrauch des Wortleins ,,ist sowohl fiir die Kopula wie
fiir die Existenz verwenden auch wir fiir beide denselben Buch-
staben ¢; aber durch den an das existentiale ¢ angehdngten Variab-
lenindex wird die Verwechslung verhiitet). Verfiigten wir iiber
einen solchen Automaten, so wiren wir aller Miihen iiberhoben,
die uns ,,es gibt“ und ,,alle* bereiten; aber der Glaube an seine
Existenz ist natiirlich der reinste Unsinn. Die Mathematik tut
jedoch so, als wire er vorhanden. Das kdnnen wir in einer Axio-
menregel zum Ausdruck bringen, und wenn die Anwendung
dieser Regel nicht zu Widerspriichen fiihrt, so ist ihre Aufstellung
in der formalisierten Mathematik legitim. Die transfiniten logi-
schen Axiomenregeln lauten nunmehr:

A(D)—Z, A(x). I3 (x)-A(D).
T A(x)->A(e). A (e, ) IT A (x).

Die der zweiten Zeile, die wir in § 3 noch vermif3ten, erlauben uns,
aus 2 etwas zu folgern und von andern Formeln her auf I, zu
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schlieBen. Natiirlich leisten sie nicht dieselben Dienste wie der
fingierte Automat; denn sie verschweigen fiir eine vorgelegte
Formel A, was ;2 ist. Nur unter Umstidnden kann sich eine
Formel wie ¢, = 1 als Endformel eines von den Axiomen aus-
gehenden Beweises ergeben.

Unter den arithmetischen Axiomen fehlt noch das Prinzip der voll-
stindigen Induktion; es kann als transfinite arithmetische Axiomen-
regel gefaBBt werden, welche zum Ausdruck bringt, dafl eine Eigenschaft
A, welche der Zahl 1 zukommt und fiir alle x von x auf x + 1 ,,sich
vererbt®, einer beliebigen Zahl zukommt. Sie wird jedoch uberfliissig,
wie wir wissen, wenn es zuldssig ist, zu jeder Eigenschaft 9 ein neues
Ding y, die korrespondierende Menge einzufiihren, derart, da3 die Aus-
sage ,,x ist Element von y‘ mit dem Bestehen von % (x) gleichbedeutend
ist. Formuliert man dies als eine Axiomenregel, so stellt sich jedoch
alsbald heraus, daB ihre Anwendung unweigerlich zu einem formalen
Widerspruch fiihrt, womit iiber das schrankenlose Recht zur Vergegen-
standlichung der Stab gebrochen ist. Fiir die Analysis geniigt aber die
Beschriankung des Arguments x auf den Bereich der natiirlichen Zahlen,
so daB wir die engere transfinite mengentheoretische Regel aufstellen:

I {Zx—>((xe y)2A(x))}, )

wo B 2 € als Abkiirzung fiir (B — €) & (€ — D) dient. — Es scheint
fiir den Aufbau derAnalysis nicht unerlidBlich, aber wiinschenswert zu
sein, das Axiom der Bestimmtheit hinzuzufiigen, nach welchem zwei
Zahlmengen gleich sind, welche genau dieselben Flemente enthalten:

I, {Zx—((xeb)=2(xec))}~>(b=c).

Ein mathematischer Beweis besteht darin, dal man sich
Axiome nach den angegebenen Regeln herstellt — diese Axiome
enthalten niemals freie Variable — und von ihnen aus durch An-
wendung der schon in § 3 besprochenen SchluBregel des Syl-
logismus zundchst auf solche Axiome, weiterhin auf die bereits
gewonnenen Formeln zu immer neuen vordringt. Dal3 man nicht
a priori iiberblicken kann, zu was fiir ,,beweisbaren Formeln‘
man durch dieses Spiel gelangt, liegt vor allem daran, daB3 durch
den Syllogismus aus zwei Formeln b und b — ¢ eine neue ¢ ent-
steht, welche kiirzer ist als die zweite der Prdmissen, dafl im
Beweisspiel bestdndig Aufbau und Abbau miteinander wechseln.
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Bis hierhin ist alles Spiel, nicht Erkenntnis. Das Spiel wird nun
aber in der ,,Metamathematik*, wie Hilbert sich ausdriickt, zum
Gegenstand der Erkenntnis gemacht: es soll erkannt werden, da3
man niemals zu einem Widerspruch gelangt. Ein solcher ldge vor,
wenn von zwei in concreto durchgespielten Beweispartien die eine
mit einer Formel b endete, die andere mit der entgegengesetzten b.
Nur zur Gewinnung dieser einen Erkenntnis wird von Hilbert das
finite inhaltliche bedeutungserfiillte Denken benétigt, das auf keine
,,Axiome** gebracht werden kann. Insbesondere betétigt sich in
diesem inhaltlichen Denken ein anschaulich-finiter SchluB3 durch
vollstindige Induktion, wie wir ihn analog vollzogen, als wir uns
zur Einsicht brachten (§ 4), daB} in einer richtig gespielten Schach-
partie niemals 10 Damen der gleichen Farbe auftreten konnen.

Eine der Regeln des elementaren Aussagekalkiils, die entweder unter
den axiomatischen Regeln selbst auftritt oder leicht aus ihnen geschlossen
werden kann, lautet

b—(b—0), )

wo b und ¢ beliebige geschlossene Formeln sind. Sei ¢ eine willkiirliche
derartige Formel, und nehmen wir an, eine gewisse Formel b und ihre
Negation ~b seien bewiesen worden. Unter diesen Umstidnden fiihren
zwei syllogistische Schritte von (*) zundchst zu b— ¢ und dann zu c.
Ist nun bekannt, daB der Formalismus nicht widerspruchsfrei ist, so
kann jede beliebige geschlossene Formel ¢ bewiesen werden, und damit
verliert das Beweisspiel jedes Interesse. Die Widerspruchslosigkeit kann
also dadurch definiert werden, daB man sagt, die Formel —(1 = 1) sei
nicht beweisbar.

Das Axiomensystem kann bestidndig erweitert werden; aber
immer ist zu zeigen, daB dabei die Widerspruchslosigkeit aufrecht-
erhalten bleibt. Insbesondere sind auch Definitionen in Gestalt
neuer Axiome oder Axiomenregeln einzufiihren; z. B.

c1=2, o(ob)=0,b.

Dies 148t sich besonders auf die rekursiven Definitionen von b + ¢,
b - ¢ und anderen arithmetischen Operationen anwenden. Ein fiir
allemal 14Bt sich zeigen, daB eine zuvor bestehende Widerspruchs-
losigkeit erhalten bleibt, wenn Axiome dieser Art hinzugefiigt
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werden, die einfache oder rekursive Definitionen bedeuten?).
Was die natiirlichen Zahlen betrifft, kann der Hilbertsche Aufbau
im Gegensatz zum Brouwerschen verzichten auf jene ,,Moglichkeit
in infinitum®, die in § 6 als 3ter Schritt des konstruktiven Erken-
nens geschildert wurde; fiir Hilbert ist z. B. 1012 ein ,,transfinites*
Symbol, das keine Zahl (Zeichen von der Gestalt oo .. o 1) be-
deutet. Geometrie und Physik konnen, sobald und soweit sie streng
axiomatisiert sind, angegliedert werden. Ja, Hilbert meint (Axio-
matisches Denken, 1917): ,,Alles, was Gegenstand des wissen-
schaftlichen Denkens iiberhaupt sein kann, verfillt, sobald es zur
Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen Methode und
damit mittelbar der Mathematik*2).

Solange man die transfiniten Bestandteile auBBenvor 148t, ist der Be-
weis der Widerspruchslosigkeit (WB) leicht zu erbringen mittels ,,Wer-
tung der Formeln*. Durch ein genau beschriebenes rekursives Verfahren
wird jeder Formel gemif} ihrer Entstehung einer der Werte W oder F
(wahr oder falsch) so verliehen, daB3 offenbarerweise die finiten Axiome
den Wert W bekommen und fiir die logischen Verkniipfungen die in § 3
angegebenen Regeln zur Wertbestimmung gelten. Solange das Transfinite
ausgeschaltet bleibt, ist also der Syllogismus, das deduktive Verfahren
ganz kraftlos; iiber die Wahrheit oder Falschheit des Vordersatzes b — ¢
wird hier ndmlich immer erst entschieden, nachdem der SchluBsatz ¢
gewertet ist. — Auf diesem Wege ist der WB nicht mehr zu fiihren,
wenn die transfiniten Axiomregeln hinzugenommen werden. Hierin

1) AuBerdem kann gezeigt werden, daB alle rekursiv definierbaren arith-
metischen Operationen, sind die definierenden Axiome fiir b + ¢, b ¢ und
die entsprechenden Rechensymbole -+, - erst einmal eingefiihrt, im Forma-
lismus ausdriickbar sind. Vgl. z. B. Hilbert und Bernays, Grundlagen der
Mathematik, Bd. 1, S. 412—422.

?) Aus einer wesentlich anderen Auffassung der Mathematik heraus
kommt Kant zu dem Ausspruch (Metaphysische Anfangsgriinde der Natur-
wissenschaft, Vorrede): ,,daBl in jeder besonderen Naturlehre nur so viel
eigentliche Wissenschaft angetroffen werden konne, als darin Mathematik
anzutreffen ist*“. Im selben Sinne aber wie Hilbert erklirt Husserl (Logische
Untersuchungen I, § 71), mit besonderer Bezugnahme auf die mathematische
Logik, daB ,,die mathematische Form der Behandlung ... bei allen streng
entwickelten Theorien (man mufl dies Wort allerdings auch im echten Sinne
nehmen) die einzig wissenschaftliche ist, die einzige, welche systematische
Geschlossenheit und Vollendung, welche Einsicht iiber alle moglichen Fragen
und die moglichen Formen ihrer Losung bietet.
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macht sich bemerkbar, daB mit ihnen die Einsicht in wahr und falsch
aufhort. Gelungen ist aber auf einem mehr indirekten Wege der WB
fiir den Fall, daB die transfiniten logischen Axiome mitzugelassen werden
(v. Neumann, a.a.0.). Schon hier ist er recht verwickelt. Damit ist
sichergestellt, daBl man keinen Widerspruch zu befiirchten braucht, wenn
man — wie ich es in meiner Schrift ,,Das Kontinuum*‘ vom Jahre 1918
tat — die Reihe der natiirlichen Zahlen als geschlossenen Inbegriff
seiender Gegenstande behandelt. Dagegen steht der WB noch aus fiir die
Einbeziehung der transfiniten mengentheoretischen Axiomregel (*),
welche den gleichen Standpunkt gegeniiber dem ,,Inbegriff aller mog-
lichen Zahlmengen** zur Geltung bringen soll. Erst die Durchfiihrung
des WB oder die Bemiihungen darum decken uns die hGchst verzwickte
logische Struktur der Mathematik auf, ein Gewirr von zirkelhaften
Riickverkniipfungen, von denen sich zunichst gar nicht iibersehen 148t,
ob sie nicht zu eklatanten Widerspriichen fiihren.

Der geschilderte Symbolismus nimmt offenbar in verfeinerter Form
die Aufgabe von neuem in Angriff, welche sich Leibniz mit seiner ,,all-
gemeinen Charakteristik und ars combinatoria gestellt hatte. Aber geht
hier die alte Analysis nicht bloB noch als ein blutleeres Gespenst um?
Die Hilbertsche Mathematik mag ein hiibsches Formelspiel sein, amii-
santer selbst als das Schachspiel; aber was hat sie mit Erkenntnis zu tun,
da doch eingestandenermaBen ihre Formeln keine inhaltliche Bedeutung
haben sollen, derzufolge sie einsichtige Wahrheiten ausdriickten ? Gegen-
stand der Mathematik sind nach Hilbert die konkreten Zeichen selber.
Es ist darum keine Ironie, wenn Brouwer sagt (Intuitionisme en forma-
lisme, S. 7): Op de vraag, waar de wiskundige exactheid dan wel bestaat,
antwoorden beide partijen verschillend; de intuitionist zegt: in het men-
schelijk intellect, de formalist: op het papier. Auf die Frage, warum er
gerade diese Regeln aufstellt und warum ihm daran liegt, da3 niemals
zwei beweisbare Formeln von der Gestalt b und b vorkommen, muB der
konsequente Formalist die Antwort schuldig bleiben. An Philosophie,
Psychologie oder Anthropologie wird er uns, wie Brouwer meint, ver-
weisen zur Rechtfertigung seines ,,lustgevoel van echtheitssovertuiging*
und seines Glaubens, da3 das gewihlte Axiomensystem sich besser auf
die Erfahrungswelt projizieren lasse als andere.

Die letzte Bemerkung erinnert uns daran, daB3 die Mathematik
sich in den Dienst der Naturwissenschaft zu stellen habe. Den Aus-
sagen der theoretischen Physik eignet aber sicherlich nicht jener
Charakter, den Brouwer von den mathematischen verlangt, daf3
ndmlich jede ihren eigenen, restlos in der Anschauung vollzieh-
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baren Sinn in sich trage; sondern dort steht, wenn es mit der Er-
fahrung konfrontiert wird, nur das System als Ganzes in Frage.
Wir miissen offenbar scharf scheiden zwischen phdnomenalem
Wissen, anschauender Einsicht — wie sie z. B. in dem Urteil vor-
liegt: ,,Dies (mir in einem gegenwirtigen Akt der Wahrnehmung
gegebene) Blatt hat diese (mir in eben dieser Wahrnehmung ge-
gebene) griine Farbe* — und theoretischer Gestaltung. Das Wissen
gibt Wahrheit, sein Organ ist das ,,Sehen* im weitesten Sinne.
Die theoretische Gestaltung scheint nur an ein einziges streng
formulierbares Vernunftprinzip gebunden zu sein: Einstimmigkeit,
die hier in der Mathematik, wo die Shpire des sinnlich Gegebenen
noch nicht beriihrt wird, lediglich in der Widerspruchslosigkeit
besteht; ihr Organ ist ,,das Schopferische. Im Zusammenhang
mit der Physik werden wir die Frage genauer erortern miissen,
was auBer der Einhelligkeit auf sie bestimmend wirkt. Die ein-
sichtige Wahrheit ist dafiir, wenn auch niemals letzte Norm, so
doch gewiB nicht gleichgiiltig. Hilbert selber duflert sich so dariiber
(Uber das Unendliche, Math. Annalen 95, S. 190): ,,Die Rolle,
die dem Unendlichen bleibt, ist ... lediglich die einer Idee — wenn
man, nach den Worten Kants, unter einer Idee einen Vernunft-
begriff versteht, der alle Erfahrung iibersteigt und durch den das
Konkrete im Sinne der Totalitdt ergdnzt wird.” Vielleicht findet
aber jene Frage eine vollstindige Antwort nur durch den Hinweis
auf das in der Geschichte an uns sich vollziehende Leben des
Geistes, von dem meine eigene Existenz zwar ein wesentlicher,
aber kein autonomer Teil ist. Sie ist Licht und Finsternis, Zu-
filligkeit und Notwendigkeit, Sklaverei und Freiheit, und es kann
nicht erwartet werden, daB sich eine symbolische Konstruktion
der Welt je in einer endgiiltigen Form davon abheben wiirde.
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11. Uber das Wesen der mathematischen Erkenntnis

Die Mathematik wird von alters her gekennzeichnet als die Wissen-
schaft von der Grdffe — oder von Raum und Zahl. (Wenn wir diese
Definition auch bei Leibniz antreffen, so ist fiir ihn doch die so um-
grenzte Mathesis nur ein Unterteil der Ars combinatoria.) Heute mufl
sie uns als viel zu eng erscheinen im Hinblick auf solche Gebiete wie die
projektive Geometrie oder gar die Gruppentheorie. So brauchen wir uns
denn auch nicht um eine genauere Festlegung des Begriffes des Quanti-
tativen zu kiimmern, und die Entwicklung der Mathematik selbst er-
weckt Zweifel daran, ob Quantitit eine wohlumgrenzte und wichtige
philosophische Kategorie ist. Die Geometrie, sofern sie den wirklichen
Raum erforscht, rechnen wir nicht mehr zur reinen Mathematik, sondern
sie gehort, prinzipiell in der gleichen Weise wie Mechanik und Physik,
zu ihren Anwendungen. Unter dem Einflufl der allgemeinen Arithmetik
der hyperkomplexen Zahlen, spiter der axiomatischen Untersuchungen,
der Mengenlehre und Logistik verwischt sich der Unterschied zwischen
Mathematik und Logik. ,,Mathematics is the science, which draws necessary
conclusions®, erklirt B. Peirce 1870. Ausfiihrlich beschiftigt sich mit der
Definition der ,,Mathematik oder Logik‘ von diesem Standpunkt aus
das 11. Kapitel in Husserls Logischen Untersuchungen (Bd. I, ,,Die Idee
der reinen Logik*) und das letzte in Russells ,,Einfithrung in die ma-
thematische Philosophie*.

Die durch die Antinomien der Mengenlehre heraufbeschworene
Krisis 148t dann, ob man nun mit Brouwer dem konsequenten In-
tuitionismus oder mit Hilbert dem Symbolismus folgt, die Eigenart der
Mathematik wieder deutlicher hervorleuchten. Brouwer erblickt genau
wie Plato in der Zwei-Einigkeit die Wurzel des mathematischen Denkens.
,»Dit neo-intuitionisme zieht het uiteenvallen van levensmomenten in quali-
tatief verschillende deelen, die alleen gescheiden door den tijd zich weer
kunnen vereenigen, als oergebeuren in het menschelijk intellect, en het
abstraheeren van dit uiteenvallen van elken gevoelsinhoud tot de intuitie
van twee-eenigheid zonder meer, als oergebeuren van het wiskundig denken.*
Wir sahen, wie dadurch, dafl immer wieder ,,eins zu zwei* wird?), das

1) Eine Anspielung auf ,,Da wurde Eins zu Zwei*, womit Nietzsche in
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Teilungsschema des eindimensionalen Kontinuums entsteht. Auf die-
selbe Art gehen aber auch die ganzen Zahlen gema8 ihrer Schreibweise
im Dualsystem hervor. Stenzel (Zahl und Gestalt bei Plato und Aristote-
les, 1924) macht es wahrscheinlich, daB Plato sich die Zahlen in dieses
Schema ordnete ; weil man aber hier durch die Spaltung von eins in zwei
zu immer groBeren Zahlen aufsteigt, im Kontinuum zu immer kleineren
Teilen kommt, nennt er die Zweiheit auch das GroB-Kleine. (Eine andere
Interpretation findet sich dagegen bei H. Cherniss, The Riddle of the
Early Academy, Uniyv. of Calif. Press 1945.) Angemessener ist den ganzen
Zahlen die natiirliche Reihung, welche Aristo-

1 .
teles (Metaphysik A 6 und M 6) der Platoni-
4 AN schen Zahlauffassung entgegensetzt. Aber
/ AN auch sie kann man aus der Zweieinigkeit da-
10 11 durch entstehen lassen, dafl man ausgeht von
VAN AN ) U hied di et in €
100 101 110 111 cmem ngescniedacnen, 1es zerlegt 1 en

.............. Element (die 1), welches als Einheit bewahrt
bleibt, und einen ungeschiedenen Rest, den
Rest wiederum zerlegt in ein Element (2) und einen ungeschiedenen Rest
usf. (Anschaulich: von einer Halbgeraden wird immer wieder ein Stick
abgehauen, von der in die Zukunft offenen Zeit ist immer wieder ein
Stiick durchlebt.) Hier verfillt nicht jeder Teil, sondern stets nur der
letzte librig gebliebene ungeschiedene Rest der Zweiteilung.
Unabhingig aber davon, welchen Wert man dieser letzten
Reduktion des mathematischen Denkens auf die Zweicinigkeit bei-
mift, erscheint vom intuitionistischen Standpunkt die vollstindige
Induktion als dasjenige, was die Mathematik davor bewahrt, eine
ungeheure Tautologie zu sein, und prégt ihren Behauptungen einen
synthetischen, nicht-analytischen Charakter auf. Das Verfahren
der volistandigen Induktion ist in der Tat ein durchgehender und
entscheidender Zug. Scheint es zunichst in der elementaren Geo-
metrie, insbesondere der projektiven, keine Rolle zu spielen, so
liegt der Grund darin, daB hier von ,,es gibt* und ,,alle** auf die
Punkte ein naiver Gebrauch gemacht wird. GemiB der intuitio-
nistischen Auffassung ist das unzulissig; das Konstruktionsfeld
der Geometrie ist ein Kontinuum und daher strenger mathemati-

mehreren seiner Gedichte sein Zarathustra-Erlebnis schilderte, z. B. in ,,Sils
Maria‘*:

,,Da, plotzlich, Freundin, wurde Eins zu Zwei —

— und Zarathustra ging an mir vorbei...*
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scher Behandlung erst fahig, nachdem es, wie oben geschildert
(vgl. auch § 15), mit einem Teilungsnetz iibersponnen ist.

Vom formalistischen Standpunkt tritt an Stelle der vollstin-
digen Induktion der transfinite Axiomenbestandteil und driickt der
Mathematik ihr Gepréige auf. Sie besteht hier iiberhaupt nicht aus
evidenten Wahrheiten, sondern ist kiihne theoretische Konstruktion,
also das duBlerste Gegenteil von analytischer Selbstverstdndlich-
keit. Das inhaltliche Denken der Metamathematik andererseits,
welche den Beweis der Widerspruchslosigkeit zu erbringen hat,
operiert, den Beweisgang durchlaufend, mit einem finiten Schluf3
von n auf n 4+ 1 und befaBt sich mit ,,aufler-logischen konkreten
Objekten, die sich vollkommen in allen Teilen iiberblicken lassen
und deren Aufweisung, Unterscheidung, Aufeinanderfolge oder
Nebeneinandergereihtsein mit den Objekten zugleich unmittelbar
anschaulich gegeben ist als etwas, das sich nicht noch auf etwas
anderes reduzieren 148t oder einer Reduktion bedarf* (Hilbert).
Deshalb stimmt Hilbert mit Kant, der ubrigens in der Algebra
auch die symbolische Konstruktion mit anschaulichen Zeichen als
wesentlich betonte (Kritik der reinen Vernunft, 2. Aufl., S. 745),
darin iiberein, ,,daB die Mathematik iiber einen unabhingig von
aller Logik gesicherten Inhalt verfiigt und daher nie und nimmer
allein durch Logik begriindet werden kann* (Uber das Unend-
liche, S. 171).

Immerhin ist nicht zu verkennen, daf3 bei dem Kantischen Gebrauch
der Worte analytisch und synthetisch wenigstens die einzelne bestimmte
Gleichung wie 3 + 2 = § analytisch heiBen miiBte; denn, wie Leibniz
ausfiihrte, folgt sie logisch aus den Definitionen

3+1=4, 4+1=5, (a+1D)+1=a+2,

,.liegt also in den Begriffen der Zahlen 3, 5 und der Operation + 2.
Oder welche Bedeutung verband Kant mit diesen Zeichen?

Die Mathematik ist unbezweifelbar a priori; sie ist nicht, wie J. St.
Milluns glauben machen will, auf Erfahrung gegriindet — in dem Sinne,
daf erst wiederholte Versuche an Zahlenbeispielen dem fiir beliebige
natiirliche Zahlen aufgestellten arithmetischen Satzm + n = n + mein
immer groBeres Wahrheitsgewicht verleihen.

Ein auffilliger Zug aller Mathematik, der den Zugang zu ihr
dem Laien so sehr erschwert, ist der reichliche Gebrauch von
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Symbolen. Vom intuitionistischen Standpunkte aus liegt hierin
kein wesenhaftes Merkmal; der Intuitionist sicht in ihnen wie in
der Sprache nur Hilfsmittel zur Unterstiitzung des Gedichtnisses
durch Fixierung und zur Mitteilung. Anders im Formalismus. Fiir
ihn besteht die Mathematik ganz und gar aus Symbolen, die keine
in der sinnlichen oder geistigen Anschauung aufzuweisende Be-
deutung haben und mit denen nach sicheren Regeln operiert wird,
wihrend die Sprache — in der Beschreibung der Substitution und
der praktischen SchluBregel z. B. und in der metamathematischen
Uberlegung — zur (prinzipiell immer unsicher bleibenden Ver-
stindigung, ndmlich zur) Mitteilung von Verfahrensweisen und
geistiger bedeutungserfiillter Denkakte dient. ,,In der geometri-
schen Figur und spéter in der mathematischen Formel®, sagt
A. Speiser (Klassische Stiicke der Mathematik 1925, S. 148), ,,hat
sich die Mathematik von der Sprache frei gemacht, und wenn man
die gewaltige Arbeit und den immer wieder {iberraschenden Erfolg
bei diesem ProzeB3 kennt, so hat es fast den Anschein, als ob die
Mathematik in heutiger Zeit leistungsfahiger ist auf dem ihr zu-
gemessenen Teil der Geisteswelt als etwa die Musik oder gar die
in so deplorablem Zustand befindlichen modernen Sprachen auf
ihren Fronten.

In seiner transzendentalen Methodenlehre (II. Teil der Kritik
der reinen Vernunft) erblickt Kant das Wesen der Mathematik in
der Konstruktion: ,,Die philosophische Erkenntnis ist die Vernunft-
erkenntnis aus Begriffen, die mathematische aus der Konstruktion
der Begriffe. Am Beispiel des Satzes von der Winkelsumme im
Dreieck macht er deutlich, wie die geometrischen Sitze nicht durch
Begriffszergliederung, sondern durch Konstruktion geeigneter
Hilfspunkte und Hilfslinien gefunden werden. Seine nidhere Schil-
derung des konstruktiven Verfahrens kann uns heute kaum mehr
befriedigen. Aber soviel ist wahr, dafl man im Beweise eines mathe-
matischen Satzes liber den unmittelbaren Inhalt des Satzes fast
immer weit hinausgehen muf3. Der Grund ist darin zu suchen,
daB ein nach der SchiuBregel des Syllogismus sich voliziehender
Beweis, wie schon frither hervorgehoben, kein monoton fort-
schreitender Aufbau ist — im Gegensatz zur Formel, deren Her-
stellung immer im gleichen Sinne fortschreitet und von welcher
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daher alle Konstruktionsteile im fertigen Resultat aufbewahrt
liegen —, sondern ein stdndiger Wechsel von Aufbau und Abbau.
Dieser Umstand zusammen mit den in § 6, S. 56 aufgeziihlten
Punkten 1., 2. und 3. scheinen mir ungefihr zutreffend die Kon-
struktion im Gegensatz zur reinen Befrachtung zu kennzeichnen.

Die Stufen, welche die Grundlagenforschung in der Mathe-
matik wahrend der letzten Zeit durchlaufen hat, entsprechen den
drei fundamentalen erkenntnistheoretischen Einstellungsmdglich-
keiten. Die mengentheoretische Begriindung ist die Stufe des naiven
Realismus, der sich des Uberganges vom Gegebenen zum Trans-
zendenten nicht bewulit wird. Brouwer vertritt den Idealismus, in-
dem er Zuriickfithrung aller Wahrheit auf das anschaulich Ge-
gebene fordert. Im axiomatischen Formalismus endlich unter-
nimmt das BewuBtsein den Versuch, ,,iiber den eigenen Schatten
zu springen®‘, den Stoff des Gegebenen hinter sich zu lassen, das
Transzendente darzustellen ; aber, wie sich von selbst versteht, nur
im Symbol. Den idealistischen Standpunkt in der Erkenntnis-
theorie hat die abendldndische Philosophie von Descartes ab grund-
sdtzlich festgehalten ; dennoch suchte sie immer wieder in der Meta-
physik den Zugang zum Reich des Absocluten, und noch auf Kant,
der ein fiir allemal den Riegel vorschieben wollte, folgten Fichte,
Schelling, Hegel. Es ist nicht zu leugnen, daB in uns ein vom bloB
phénomenalen Standpunkt schlechterdings unverstindliches theo-
retisches Bediirfnis lebendig ist, das zur Totalitdt dringt. Gerade
dic Mathematik zeigt das mit besonderer Deutlichkeit. Aber aus
ihr mdgen wir auch lernen, daB jenem Bediirfnis Befriedigung wer-
den kann nur unter einer Voraussetzung: wenn wir uns geniigen
lassen am Symbol und dem mystischen Irrtum entsagen, da3 das
Transzendente je in den Lichtkreis unserer schauenden Einsicht
falle. Nur in der Mathematik und Physik hat bisher die theore-
tische Konstruktion solche Festigkeit gewonnen, daf} sie zwingend
ist fiir jeden, dessen Geist jenen Wissenschaften sich offnet. Darauf
beruht vorwiegend ihr philosophisches Interesse.

Will man zum Schlu8 ein kurzes Schiagwort, welches den lebendigen
Mittelpunkt der Mathematik trifft, so darf man wohl sagen: sie ist die
Wissenschaft vom Unendlichen. Die Spannung zwischen dem Endlichen
und Unendlichen fiir die Erkenntnis der Wirklichkeit fruchtbar gemacht
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zu haben, ist die grofle Leistung der Griechen. Welche Bedeutung diese
Spannung — und die Versuche zu ihrer Uberwindung — fiir die Ge-
schichte der theoretischen Erkenntnis besafl und besitzt, sollte hier fiihl-
bar gemacht werden. ,,Das Unendliche hat wie keine andere Frage von
jeher so tief das Gemiit der Menschen bewegt; das Unendliche hat wie
kaum eine andere Idee auf den Verstand so anregend und fruchtbar ge-
wirkt; das Unendliche ist aber auch wie kein anderer Begriff so der
Aufklirung bediirftig® (Hilbert, Uber das Unendliche). — Wer aber
einen kurzen Uberblick iiber die verschiedenen Formen und Problem-
kreise wiinscht, in denen sich heute der mathematische Geist betitigt,
den verweise ich auf den Artikel von 4. VoS, Uber die mathematische
Erkenntnis, in der ,,Kultur der Gegenwart®“ (Teil III, Abt. 1, 1914),
ferner auf Courant und Robbins, What is Mathematics? (New York
1941).
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III. Geometrie

Wohl an keiner Stelle durchdringen sich Mathematik, Naturwissen-
schaft und Philosophie so innig wie im Problem des Raumes. Die von
der Mathematik erarbeiteten Voraussetzungen zu seiner Diskussion
sollen noch in diesem Teil kurz besprochen werden.

12. Nichteuklidische, analytische, mehrdimensionale, affine,
projektive Geometrie. Der Farbraum

Uber die nicht-euklidische Geometrie ist dem, was in § 4 aus Anla3
der Axiomatik gesagt wurde, nicht viel hinzuzufiigen. Bei Aufrecht-
erhaltung aller iibrigen Axiome der euklidischen Geometrie bestehen die
drei Moglichkeiten, daB in einer Ebene zu einer Geraden durch einen
nicht auf ihr gelegenen Punkt unendlich viele, eine oder keine nicht-
schneidende Gerade existiert (,,hyperbolischer, parabolischer und ellip-
tischer Fall*“ nach Klein); die Winkelsumme im Dreieck ist entsprechend
kleiner, gleich oder grofler als 180°. Die letzte Moglichkeit, auf die erst
Riemann Mitte des 19. Jahrhunderts hinwies, besteht nur, wenn die
Axiome der Anordnung dahin modifiziert werden, daB3 die Gerade nicht
als offene, sondern als geschlossene Linie erscheint. Die ebene elliptische
Geometrie ist keine andere als die, welche auf einer Kugel im euklidi-
schen Raum gilt; nur mul man je zwei diametral gegeniiberliegende
Kugelpunkte identifizieren. Oder anders ausgedriickt: indem wir alle
iibrigen auf die Geometrie der Ebene E beziiglichen Worte in ihrem
gewohnlichen ,,euklidischen® Sinne verstehen, soll allein die Bedeutung
des Kongruenzbegriffes dahin modifiziert werden, daB3 zwei Figuren in
E als ,,kongruent* gelten, wenn ihre Projektionen von einem auflerhalb
E gelegenen Zentralpunkt O aus auf eine um O beschriebene Kugel im
gewohnlichen Sinne kongruent sind. Der Ebene miissen dabei die ,,un-
endlich fernen Punkte* einverleibt werden, deren Projektionsstrahlen
die zu E parallelen Geraden durch O sind. Die Abbildungen von E,
welche ,,kongruente‘ Figuren ineinander iiberfiihren, lassen sich auch
ohne Bezugnahme auf den Raum als Kollineationen charakterisieren
mit dhnlicher Invarianzeigenschaft wie im Kleinschen Modell der Bolyai-
Lobatschewskyschen Geometrie; und damit ist die Bahn frei zur Be-
griindung nicht nur der ebenen, sondern auch der rdumlichen ellipti-
schen Geometrie. Das wahre Verhiltnis der drei Arten von Geometrie
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kommt am besten zum Ausdruck, wenn man von dem mabBfreien projek-
tiven Raum seinen Ausgang nimmt und in ihn eine ,,Cayleysche Ma8-
bestimmung‘‘ einbaut. Je nach dem Charakter des dabei zugrunde ge-
legten absoluten Kegelschnitts ergibt sich die eine oder andere der drei
metrischen Geometrien. So hat Klein selber seine Konstruktion auf-
gefalit: als Einbau der Lobatschewskyschen Geometrie in den projektiven,
nicht als Herstellung eines Modells durch den metrisch-euklidischen
Raum.

Die analytische Geometrie fiihrt jedes geometrische Problem
auf ein algebraisches zuriick. Vorbedingung dafiir ist, da8 der
Zahlbegriff durch Aufnahme der Briiche und des Irrationalen die-
jenige Weite bekommen hat, welche ihn iber die Zdhlung hinaus
zur GroBlenmessung geeignet macht. Nicht die Griechen, sondern
die Inder und Araber haben diesen Schritt vollzogen'). Ihren
Bahnen folgte die abendldndische Mathematik, die zu selbstidndi-
gen Leistungen in der Geometrie erst gelangte, nachdem die Raum-
wissenschaft durch Descartes’ Géométrie (1637) dem algebraischen
Kalkiil unterworfen war.

Heute behandelt man die analytische Geometrie wohl am besten
nach dem Vorbild von Grafmanns ,,Ausdehnungslehre* durch Heran-
ziehung des Vektorbegriffs. Der Vektorkalkiil ist ein Rechenverfahren,
dessen Objekte nicht Zahlen, sondern geometrische Gebilde sind. Eine
solche Behandlung der Geometrie war von Leibniz gefordert, ja zum
Teil schon durchgefiihrt worden in seiner Schrift de analisi situs und dem
Entwurf einer geometrischen Charakteristik (Math. Schriften V, S. 178,
und II, S. 20), die in den Rahmen seiner ,,universellen Charakteristik
gehoren. Die Translationen oder Parallelverschiebungen des Raumes
bezeichnet man als Vektoren. Ein Punkt 4 geht durch die Translation a
in einen Punkt Aa = B iiber, den ,,Endpunkt des von A aufgetragenen
Vektors a‘“. Umgekehrt aber existiert, wenn A, B irgend zwei Raum-
punkte sind, eine und nur eine Translation a, welche 4 in B iiberfiihrt.
Zu den Translationen rechnen wir insbesondere die ,,Identitdt®, welche
alle Punkte fest 14Bt, den Vektor 0. Translationen lassen sich zusammen-
setzen, sie bilden eine Gruppe,; durch Hintereinanderausfithrung zweier
Translationen a, b kommt ein Effekt zustande, der auch durch eine

1y Descartes spricht von dem ,,Bedenken der Alten gegen den Gebrauch
von Bezeichnungen der Arithmetik in der Geometrie, welches nur daraus
entspringen konnte, daB ihnen der Zusammenhang dieser beiden Disziplinen
nicht hinreichend klar geworden war*‘.
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einzige, die resultierende Translation a + b erreicht werden kann. Der
Zahlbegriff dringt dadurch in die Geometrie ein, da3 eine Translation a
iteriert, beliebig oft zu sich selbst addiert wird (vgl. den Anfang von § 5).
Man erhilt so, wenn man von einem Punkte 4 ausgeht und denselben
Schritt a immer wiederholt, das Geriist einer Geraden: eine mit A4 an-
hebende dquidistante gerade Punktfolge. Die Gerade selber entsteht so-
zusagen durch immer erneute Ausfilhrung derselben unendlich kleinen
Translation. Wie in § 5 kommt man durch Teilung dazu, nicht nur ganz-
zahlige, sondern auch gebrochene Multiplikatoren 4 auf den Vektor a
anzuwenden, und schlieBlich hebt die Stetigkeitsforderung die Be-
schrinkung auf das Rationale auf. So entsteht ein axiomatischer Aufbau
der Geometrie (genauer: der affinen Geometrie, in der sich nur parallele
Strecken aneinander messen lassen), welcher den voll ausgebildeten Be-
griff der reellen Zahl voraussetzt — in ihn ist die ganze Analyse der
Stetigkeit hineingeworfen — und dessen Grundbegriffe daneben allein
,»Punkt* und ,,Vektor* sind. Drei Grundoperationen verkniipfen diese
Gegenstdnde: 1. zwei Vektoren a, b erzeugen einen Vektor a + b, 2. eine
Zahl 1 und ein Vektor a erzeugen den Vektor Aa, 3. ein Punkt 4 und ein
Vektor a erzeugen einen Punkt Aa. Die auf sie beziiglichen Axiome
bilden nun, im Gegensatz zu den rein geometrischen Axiomen Euklids
oder Hilberts, ein System, das auch in rein logischer Hinsicht von ganz
einheitlichem und durchsichtigem Bau ist; sie fixieren, wie wir bereits in
§ 4 bemerkten, nichts anderes als das Operationsfeld der linearen Algebra.
In ihnen enthiillt sich eine wunderbare Harmonie zwischen dem Ge-
gebenen und der Vernunft. Und auch die einfachsten abgeleiteten geo-
metrischen Begriffe, zu denen hier insbesondere Gerade und Ebene ge-
héren, korrespondieren denjenigen, die vom logischen Standpunkt aus
die nichstliegenden und natiirlichsten sind. Alle Vektoren g, welche aus
zwel gegebenen ey, e, nach der Formel

r=x.e4+X5€; *

entspringen mit beliebigen Zahlkoeffizienten x;, x,, bilden eine ,,lineare
Schar 2. Stufe“; um der Eindeutigkeit der Darstellung (*) willen ist dabei
vorausgesetzt, dal3 e,, e, linear unabhdngig sind, d.h. der Ausdruck
rechts nur dann den Vektor O ergibt, wenn x; und x, beide = 0 sind.
Tragt man alle diese Vektoren ¢ von einem festen Anfangspunkt O aus
ab, so bilden die Endpunkte Or = P ein ,,lineares Gebilde 2. Stufe*
oder eine Ebene. Das Koordinatensystem besteht hier aus dem Punkt O
und den beiden linear unabhingigen Vektoren e,, e,. Relativ zu diesem
wird der Punkt P durch die ,,Koordinaten‘ x;, x, charakterisiert. Analog
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konnen konstruiert werden lineare Vektorscharen und lineare Punkt-
gebilde der 1., 2., 3., ... Stufe (Gerade, Ebene, ...).

Und erst hier tritt nun der Dimensionsbegriff auf: im wirklichen
Raum konnen wir iiber die Stufenzahl 3 nicht hinaus; es existieren
in ihm wohl 3, aber nicht mehr voneinander linear unabhingige
Vektoren. Der ganzen in unserem Axiomensystem zum Ausdruck
kommenden durchsichtigen GesetzméiBigkeit gegeniiber erscheint
diese Dimensionszahl 3 als ein Zufall. Ohne weiteres konnen wir
die Zahl 3 durch irgendeine Dimensionszahl n ersetzen, indem wir
postulieren: Es existieren n, aber nicht mehr voneinander linear
unabhingige Vektoren. Ein Koordinatensystem fiir den Raum
besteht dann aus einem Anfangspunkt O und » solchen Vektoren.
Fiir n = 1, 2, 3 ergeben sich bzw. die Geometrie der Gerade, der
Ebene, des Raumes. Erst auf Grund einer solchen durch Formali-
sierung zwingend gewonnenen zn-dimensionalen Geometrie hat das
Problem der Dimensionszahl, die Frage einen Sinn: Durch welche
inneren Eigentiimlichkeiten ist der Fall » = 3 ausgezeichnet?
Wenn Gott bei Erschaffung der Welt dem Raume gerade 3 Dimen-
sionen verlieh, 148t sich dafiir durch Aufdeckung solcher Eigen-
tiimlichkeiten irgendein ,,verniinftiger* Grund angeben?

Triagt man alle Vektoren von einem festen Anfangspunkt O aus ab,
so sieht man, da3 die Geometrie der Vektoren identisch ist mit der
(affinen) Geometrie des mit einem absoluten Zentrum O versehenen
Raumes. Identifiziert man alle Vektoren, welche auseinander durch
Multiplikation mit Zahlen hervorgehen, verwendet als Elemente also
die durch O gehenden Strahlen, so entsteht aus der r-dimensionalen
Vektorgeometrie die (n — 1)-dimensionale projektive Geometrie (des
Strahlenbiischels in O).

Die projektive Geometrie gilt im Kontinuum der uns anschaulich
gegebenen Farbqualitiiten. (Die Mannigfaltigkeit der verschiedenen ob-
jektiven physikalischen Farben hat unendlich viele Dimensionen; das
normale, nicht farbblinde Auge entwirft davon, indem eine ungeheure
Mannigfaltigkeit physikalisch verschiedener Farben denselben Farb-
eindruck hervorruft, eine 2-dimensionale ,,Projektion®.) Zwei in be-
stimmter Intensitdt gegebene Farben erzeugen durch Zusammenfiigen
(Mischen) eine bestimmte neue Farbe in bestimmter Intensitit. Die Inten-
sitdten einer Farbe lassen sich miteinander vergleichen, so dafl nach vor-
genommener Wahl einer Einheitsintensitit jede durch eine MafBzahl ge-



Das Relativitdtsproblem | 95

kennzeichnet werden kann (indem nimlich durch wiederholte Zusam-
menfiigung einer Farbe in der Einheitsintensitdt mit sich selbst eine Skala
der Intensititen ohne Qualitdtsdnderung entsteht). Hingegen sind die
Intensitdten zweier verschiedener Farbqualititen unvergleichbar. Die
mit Intensititen behafteten Farben erfiillen also die Axiome der Vektor-
geometrie, wobei der Mischung die Addition korrespondiert, fiir die
Farbqualitdten gilt mithin die projektive Geometrie. Alle durch Mi-
schung aus drei Grundfarben A, B, C entstehenden Farben bilden das
,,Dreieck ABC. Als zweidimensional erweist sich der Farbraum durch
den Umstand, daB drei Grundfarben durch Mischung alle andern er-
zeugen, oder daf3 wenigstens aus solchen Dreiecken sich das ganze Farb-
feld zusammensetzen 148t. Die wirklichen Farben erfiillen ndmlich nur
einen beschriankten Ausschnitt der ganzen projektiven Ebene. Aber man
kann ihn, wie wir das in § 2 geschildert haben, ideell zur vollen projek-
tiven Ebene erweitern; und man muB fiir die Grundfarben 4, B, C
ideelle Farben wihlen, wenn das Feld der wirklichen Farben ganz in das
Dreieck ABC hineinfallen soll. Die reinen Spektralfarben liegen in der
projektiven Farbebene auf einer krummen Kurve, deren duBerste Enden
sich sehr nahe kommen und durch das Purpur iiberbriickt werden. —
Es ist fiir die philosophische Diskussion der Geometrie wichtig, daB
neben dem Raum noch ein ganz anderes Gebiet anschaulicher Gegeben-
heiten besteht: die Farben, welche ein geometrischer Behandlung fihiges
Kontinuum bilden.
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13. Das Relativitdtsproblem

Unser Wissen steht unter der Norm der Objektivitdt. Wer an
die euklidische Geometrie glaubt, wird sagen, alle Punkte im Raum
seien objektiv gleich, ebenso alle moglichen Richtungen. Newton
indessen scheint gedacht zu haben, der Raum besitze ein absolutes
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Zentrum. Epikur denkt sicher, die Vertikale lasse sich objektiv
von allen andern Richtungen unterscheiden. Als Grund fiihrter an,
daB sich alle sich selbst iiberlassenen Korper in ein und derselben
Richtung bewegen. Somit ist die Feststellung, eine Linie verlaufe
vertikal, elliptisch oder unvollstindig, wobei die dahinter stehende
vollstindige Feststellung etwa so lautet: die Linie hat die Richtung
der Schwerkraft im Punkte P. Somit geht das Schwerefeld, von
dem wir wissen, daB es von der Zusammensetzung der Materie der
Welt abhingt, in die vollstindige Aussage als Zufallsfaktor ein,
ebenso auch ein einzeln angedeuteter Punkt P, auf den wir mit
dem Finger bei einem demonstrativen Akt weisen, der in Wortern
wie,,ich*, ,,hier*, ,,jetzt*, ,,dies* zum Ausdruck kommt. Nur wenn
wir sicher sind, daB3 die Wahrheit der vollstindigen Feststellung
nicht durch freie Variation der Zufallsfaktoren und solcher Fak-
toren, die einzeln aufgedeckt werden (wie etwa das Schwerefeld
und der Punkt P) beeinfluBBt wird, haben wir das Recht, diese
Faktoren aus der Feststellung wegzulassen und noch objektive Be-
deutung dafiir zu beanspruchen. Epikurs Glaube geht dahin, so-
bald festgestellt wird, daB die Richtung der Schwerkraft in Prince-
ton anders verlduft als in Kalkutta, und daB sie sich auBerdem
durch eine Umverteilung der Materie andern kann. Ohne Anspruch
auf ein mechanisch anwendbares Kriterium bestitigt unsere Schil-
derung die wesentliche Tatsache, daB Objektivitidt etwas ist, das
nur auf dem Boden der Erfahrung entscheidbar ist. So erkldren
sich auch zwei Hauptquellen fiir die so oft in der Geschichte der
Wissenschaften begangenen Irrtiimer, ndmlich eine Feststellung
fiir objektiv zu nehmen, ohne daB sie es ist: 1. man hat bestimmte
sachliche Umstidnde uibersehen, von denen der Sinn der Feststel-
lung abhingt, obgleich sie nicht explizit in ihrer elliptischen Form
erwahnt sind; 2. man hat, auch wenn diese Umstidnde oder Fak-
toren erkannt wurden, nicht sorgfiltig genug untersucht, ob durch
deren Variation die Wahrheit der Aussage beeinflufit wird. Kein
Wunder, daB3 in mehreren Phasen im Verlaufe der Geschichte der
Naturwissenschaften das Gebiet dessen, was als objektiv ange-
sehen wurde, zusammengeschrumpft ist.

Wihrend die philosophische Frage der Objektivitdt nicht leicht
klar und definit beantwortet werden kann, kennen wir exakt die
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addquaten mathematischen Begriffe fiir die Formulierung dieser
Idee. Wir gehen von einer vollstindig axiomatisierten Wissenschaft
wie der euklidischen Geometrie aus. Der Einfachheit halber neh-
men wir nur eine fundamentale Kategorie an, ndmlich die Raum-
punkte. Nach Hilbert widren dann die Grundrelationen, die in die
Axiome eingehen, 1. die terndre Relation: drei Punkte liegen auf
einer geraden Linie; 2. die Relation: (drei verschiedene Punkte
A, B und C liegen auf einer geraden Linie und) B liegt zwischen
A und C; 3. die Relation: vier Punkte liegen in einer Ebene; 4. die
Kongruenzrelation AB = CD zwischen zwei Punktepaaren AB
und CD. Was wir damit sagen wollen, 148t sich auf jeden Bereich
von Dingen anwenden, dessen Axiome ein paar Grundrelationen
behandeln. Ohne vorzugreifen, was nun diese Dinge sind, kdnnen
wir sie Punkte nennen und vom Sachbereich somit als dem Punkt-
feld sprechen.

In § 4 ist der Begriff der isomorphen Abbildung eingefiihrt
worden. Wir betrachten nun den Sonderfall, daBB unser Sachgebiet
nicht auf ein anderes Gebiet, sondern auf sich selbst abgebildet
wird, und gelangen so zum Begriff des Automorphismus: Auto-
morphie ist eine eineindeutige oder umkehrbar eindeutige Ab-
bildung p — p’ des Punktfeldes auf sich selbst, die die Grund-
relationen ungestort 148t; das heiBt, stets wenn Punkte a, b, ...
der Grundrelation R (ab--*) geniigen, dann geniigen auch die
Punkte a’, b', ..., in die a, b durch die Abbildung iibertragen wer-
den, der gleichen Relation, und umgekehrt. Mit andern Worten,
aus R (ab ---) folgt R (a’b’+-*), und aus R (a’b’--*) folgt R (ab-**).
Eine Abbildung o iibertrdgt jeden Punkt des Punktfeldes in einen
Punkt p’ = po. Die einfachste Abbildung ist die Identitit ¢, die
jeden Punkt p in p selbst iibertragt. Zwei Abbildungen o:p — p’
und 7:p’ — p”’ konnen nacheinander ausgefithrt und dann als
neue Abbildung o7:p — p"’ aufgefaBt werden. Eine Abbildung
o:p — p’ ist eineindeutig, wenn sie eine Inverse 6~ besitzt, die p’
zuriick nach p abbildet: 6o—! = ¢—1¢ = (. Dann ist auch ¢~ ein-
eindeutig. Die Identitét ist eine eineindeutige Abbildung; und wenn
o und 7 eineindeutige Abbildungen sind, so ist es auch o7 mit der
Inversen t—16—. Das Wort Transformation wird als Synonym fiir
eineindeutige Abbildung verwendet. Die fundamentale Eigenschaft
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fiir Automorphismen ist, daB sie eine Gruppe bilden. Dies bedeutet
die drei folgenden Dinge: 1. Die Identitit ist ein Automorphismus;
2. ist o ein Automorphismus, dann auch ¢~1; 3. sind o und =
Automorphismen, dann ist auch o7 einer. Diese drei Tatsachen
folgen unmittelbar aus der Definition.

Fine Figur F im weitesten Sinne oder eine Konfiguration von
Punkten ist nichts anderes als eine Punktmenge; F ist gegeben,
wenn fiir jeden Punkt p bestimmt ist, ob er zu F gehort oder nicht.
Eine ternidre Relation R (xyz) zwischen Punkten heiB3t invariant
gegeniiber einer gegebenen Transformation o: p — p’ und ihrer
Inversen p’ — p, wenn aus R (abc) stets R (a'b’c’) folgt, und um-
gekehrt. Nun konnen wir exakt sagen, was mit objektiver Gleich-
heit oder ,,Unterschiedslosigkeit“ aller Punkte im euklidischen
Raum gemeint ist. Sie bedeutet, daB fiir zwei beliebige Punkte p,;
und p, stets ein Automorphismus existiert, der p, in p, iiberfiihrt.
Zwei Figuren Fund F’ heiBen dhnlich, wenn die eine durch einen
Automorphismus in die andere tiberfiihrt werden kann. Dies ist
nun unsere Deutung der Leibnizschen Definition dhnlicher Fi-
guren als solche, die nicht auseinandergehalten werden konnen,
wenn sie jede fiir sich betrachtet werden. Die drei Gruppenpostu-
late stellen schlicht fest, daB jede Figur sich selbst dhnlich ist, und
daB die Ahnlichkeit symmetrisch und transitiv ist (s. die Aqui-
valenzaxiome auf S. 23). Eine Punktrelation heif3t objektiv, wenn
sie gegeniiber allen Automorphismen invariant ist. In diesem Sinne
sind die Grundrelationen objektiv, ebenso alle logisch aus ihnen
nach den in § 1 angegebenen Prinzipien definierten Relationen,
vorausgesetzt es wird kein Gebrauch von Prinzip Nr. 5 gemacht,
das eine Leerstelle zuldBt, die von einem individuell aufgewiesenen
Punkt ausgefiillt wird. (Ob jede objektive Relation so definiert
werden kann, wirft eine Frage der logischen Vollstindigkeit auf,
die wohl kaum als entsprechende Frage der Vollstindigkeit fir
Axiome in der Form beantwortet werden kann, ob jede wahre
allgemeine Aussage iiber Punkte aus den Axiomen geschlossen
werden kann.)

Lautet unsere Aufgabe den wirklichen Raum zu untersuchen,
so sind uns weder die Axiome noch die Grundrelationen gegeben.
Im Gegenteil: Bei unserem Versuch, die Geometrie zu axiomati-
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sieren, wihlen wir als unsere. Grundrelationen einige von den
Punktrelationen aus, von denen wir iiberzeugt sind, daB3 sie objek-
tive Bedeutung besitzen (Epikur hitte zum Beispiel die Grund-
relation mit aufgenommen: 4, Bliegen auf einer Vertikalen; Euklid
hat das nicht getan). Um also dem wahren Sachverhalt gerecht zu
werden, miissen wir wohl die Reihenfolge in der Entwicklung
unserer Gedanken umkehren. Wir gehen von einer Transforma-
tionsgruppe I aus. Sie beschreibt sozusagen, bis zu welchem Grade
unser Punktfeld homogen ist. Ist die Gruppe einmal gegeben, so
wissen wir, was Gleichheit oder Ahnlichkeit bedeutet, nimlich:
zwei Figuren sind dhnlich (oder gleich, oder d4quivalent), die durch
eine Transformation von I auseinander hervorgehen; ferner, unter
welchen Bedingungen eine Relation objektiv ist, nimlich dann,
wenn sie gegeniiber allen Transformationen von [ invariant ist.
In diesem Sinne hat Felix Klein in seinem beriihmten Erlanger
Programm (1872) die Formulierung gemeint, eine Geometrie sei
durch eine Transformationsgruppe bestimmt. Die Frage der Axio-
matisierung dieser Geometrie ist damit auf den Hintergrund zu-
riickgefiihrt. (Als erster Schritt miiliten ein paar objektive Re-
lationen R;, R,, ... aufgesucht werden, so dall dabei die Gruppe
aller Transformationen, die R;, R,, ... invariant lassen, nicht groer
als I" wird, sondern mit I" zusammenfillt.) Wihrend wir unsere
Augen nicht vor der Tatsache verschlieBen miissen, daB objektive
Relationen logisch aus anderen derartigen Relationen konstruiert
werden konnen, verzichten wir darauf, einen Unterschied zwischen
Grundrelationen und abgeleiteten zu machen. Wir sind an allen
invarianten Relationen gleich interessiert.

Hatte Newton recht mit seinem absoluten Zentrum O des Raumes,
so bestiinde die wahre Gruppe I’y der Automorphismen aus den Trans-
formationen der euklidischen Gruppe I" von Automorphismen, diec O
fest lassen ; Newtons I, ist eine Untergruppe der euklidischen Gruppe 1.
Andererseits sind wir bei der Untersuchung der euklidischen Geometrie
in erster Linie an solchen Eigenschaften interessiert, die gegeniiber allen
affinen oder allen projektiven Transformationen invariant sind. (Die
affinen bzw. die projektiven Transformationen der Ebene sind solche,
die sich ergeben, wenn man nacheinander eine Anzahl Parallelprojek-
tionen bzw. Zentralprojektionen ausfiihrt.) Die Gruppen I” und I'”’
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dieser Transformationen sind umfassender als I7; genauer: I ist ein Teil
von I”, und I” ein Teil von I"’. Die Wichtigkeit der affinen und der
projektiven Geometrie fiir die Theorie der Perspektive ist offenkundig.
Man sieht, wie niitzlich sich der Kleinsche Standpunkt fiir eine geordnete
Ubersicht erweist, und bei der Aufdeckung der gegenseitigen Beziehun-
gen werden verschiedene Arten von Geometrien entweder durch die
Natur der Dinge angeregt, oder sie entspringen aus einer willkiirlichen,
aber logisch niitzlichen Abstraktion. (Ein Vorgidnger von Klein war
Moébius, der den gruppentheoretischen Standpunkt fiir eine Anzahl be-
stimmter Arten von Geometrie betonte.) Die umfangreichste Auto-
morphismengruppe, die man moglicherweise fiir ein Kontinuum be-
trachten kann, besteht aus allen kontinuierlichen Transformationen; die
entsprechende Geometrie heillt Topologie. Fiir die Entwicklung der
Mathematik war es ein gliicklicher Zufall, dafl das Relativitdtsproblem
nicht zuerst fiir den kontinuierlichen Punktraum, sondern fiir ein System
angepackt wurde, das aus einer endlichen Anzahl verschiedener Dinge
bestand, ndmlich dem System der Wurzeln einer algebraischen Gleichung
mit rationalen Koeffizienten (Galoissche Theorie). Dieser Umstand war
ein Segen fiir die Exaktheit der entsprechenden Begriffsbildungen. Die
objektiven Relationen sind hier solche, die sich aus den vier Grund-
operationen der Algebra aufbauen lassen (Addition, Subtraktion, Multi-
plikation, Division), mit andern Worten, die algebraischen Relationen
mit rationalen Koeffizienten. Aus Problemen dieser Art entstand eine
allgemeine Theorie, nicht lediglich der Transformationsgruppen, sondern
auch der abstrakten Gruppen.

Nach dieser Erkldrung der Automorphismen kommen wir nun
zu einer zweiten Phase des Relativitdtsproblems. Wie lassen sich
den Punkten eines Punktfeldes Kennzeichen oder Marken zu-
ordnen, die zur Identifizierung oder Unterscheidung der Punkte
dienen konnen ? Die Marken sollen selbsterzeugende, verschiedene
und stets reproduzierbare Symbole sein wie Namen, Zahlen (oder
Zahlentripel x, y, z) usw. Erst dann kann man daran denken, das
Schauspiel der wirklich gegebenen Welt durch Konstruktion in
einem Symbolfeld darzustellen. Alles Wissen, auch wenn es von
der intuitiven Beschreibung ausgeht, tendiert zu einer symboli-
schen Konstruktion. Auf ernste Schwierigkeiten st63t man so lange
nicht, wie man es mit einem Bereich von einer nur endlichen An-
zahl Punkte zu tun hat, die man nacheinander ,,aufrufen* kann.
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Das Problem wird ernst, wenn das Punktfeld unendlich wird, ins-
besondere wenn es ein Kontinuum ist. Eine begriffliche Festlegung
von Punkten durch Marken der oben geschilderten Art, die die
Rekonstruktion jedes einmal verlorenen Punktes ermdglichte, ist
hier nur in Verbindung mit einem Koordinatensystem oder einem
Bezugsrahmen moglich, was durch einen individuellen demon-
strativen Akt aufgewiesen werden muB3. Die Objektivierung durch
Ausschaltung des Ich und seines unmittelbaren Lebens der An-
schauung gelingt nicht restlos, und das Koordinatensystem bleibt
als das notwendige Residuum der Ich-Vernichtung!). Es ist gut
hier daran zu erinnern, daB praktisch zwei- oder dreidimensionale
Punktmengen gewohnlich so gegeben werden, daB man sich tat-
sdchlich einen Korper oder eine Figur mit Bleistift auf Papier
gezeichnet vor Augen hilt, und nicht durch eine logisch-arith-
metische Konstruktion von mengendefinierenden Eigenschaften.
Die Mathematik hat lange gebraucht, bis sie sich die konstruk-
tiven Hilfsmittel erworben hatte, um mit der Komplexitdt und
Vielfalt solcher anschaulich gegebener Figuren fertig zu werden.
Nachdem sie jedoch dieses Stadium erreicht hatte, wurde die Uber-
legenheit ihrer symbolischen Methoden offenkundig.

Als Beispiel nehmen wir die Punkte auf einer Geraden. Das Ko-
ordinatensystem besteht hier aus einem Anfangspunkt O und einer
Einheitsstrecke OF oder aus zwei verschiedenen Punkten O und E. Ist
dieser Bezugsrahmen gegeben, kann jeder beliebige Punkt P durch seine
Abszisse x gekennzeichnet werden, das ist die MaBzahl der mit der
Einheitsstrecke OF ausgemessenen Linge OP (x ist positiv fiir die Punkte
auf der gleichen Seite von O aus wie E und negativ fiir die Punkte auf
der anderen Seite). Zwei Bezugsrahmen, OF und O’E’, sind objektiv
gleichwertig; denn es gibt genau einen Automorphismus (Ahnlichkeit),
der O auf O’ und E auf E’ abbildet. Infolgedessen ist durch Aufweisung
eines individuellen Koordinatensystems nicht mehr als unbedingt not-

1) Man konnte gegen die Statuierung eines prinzipiellen Unterschiedes
zwischen begrifflicher Fixierung und anschaulicher Aufweisung den Einwand
erheben, daB doch auch die objektiven geometrischen Relationen, auf welche
sich die begriffliche Bestimmung griindet, in der Anschauung aufgewiesen
werden miissen. Aber das sind einige wenige Relationsbegriffe, wiahrend die
Punkte selber ein Kontinuum bilden; es muB zugegeben werden, dafl nur
hierin der prinzipielle Unterschied besteht.



102 | Geometrie

wendig aufgewiesen. Das Feld fiir das Symbol x besteht aus allen reellen
Zahlen. In bezug auf ein gegebenes Koordinatensystem ist die Zuord-
nung P & x eine eineindeutige Abbildung des Punktfeldes auf den
Variabilititsbereich des Symbols. Die Koordinaten x und x" eines be-
Iiebigen Punktes in zwei Koordinatensystemen sind durch eine Relation
x = ax’ + b miteinander verbunden, wo a & O und b zwei Konstante
sind, die die relative Lage der beiden Koordinatensysteme zueinander
kennzeichnen.

Mit diesem Beispiel vor Augen kOnnen wir nun die folgende
allgemeine Beschreibung verstehen. Es sei eine Klasse 2 von Be-
zugsrahmen f gegeben. Die Klasse als solche sollte objektiv unter-
schieden werden konnen, das heillt wenn f zu ihr gehort, dann
auch jeder dhnliche Rahmen fo = f”, der aus f durch einen Auto-
morphismus o hervorgeht. Die Klasse soll jedoch nicht mehr Ele-
mente enthalten, als diese Forderung unbedingt notwendig macht,
das heilt zwei beliebige Rahmen f, f' der Klasse sind #hnlich.
AuBerdem soll eine objektive Vorschrift 4 gegeben sein, nach der
jeder Punkt p in bezug auf jeden Rahmen f der Klasse 2 ein defi-
nites (reproduzierbares) Symbol x = A (p;f) als Koordinate be-
stimmt. Fiir ein gegebenes f ist die Zuordnung p 2 x zwischen
den Punkten p und den Symbolen x umkehrbar eindeutig. Dal3 x
durch p und f objektiv bestimmt ist, bedeutet, daf3

A(p; f)=A(po; fo) (*)
fiir jeden Automorphismus zutrifft.

Aus diesen Bedingungen ergeben sich die folgenden Folge-
rungen. Es sei ¢ ein Automorphismus p — p’ des Punktfeldes und f
ein fester Rahmen der Klasse 2. Die Koordinaten x von p und
x" von p’ in diesem Rahmen sind durch eine Transformation
S, x’ = xS, miteinander verbunden, die den Automorphismus ¢
durch fdarstellt. Der Identitdt ¢ = ¢ entspricht die Identitdt S = I;
o~1 und o7 werden durch S~! und ST dargestellt, wenn ¢ und
durch § und T dargestelit werden. In diesem Sinne bilden die
Transformationen S, die den verschiedenen ¢ von I entsprechen,
eine Gruppe G, die isomorph zu I ist. G ist nichts anderes als die
Darstellung von I” mittels f. Nehmen wir andererseits einen festen
Rahmen funserer Klasse 2 und einen beliebigen Rahmen /' = fo,
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der aus f durch den Automorphismus ¢ hervorgeht; ich behaupte
nun, daf} die Koordinaten x und x” des gleichen beliebigen Punktes
in bezug auf f und f’ durch die Gleichung x = xS miteinander
verkniipft sind. Bezeichnen wir ndmlich den beliebigen Punkt mit
po statt mit p, so haben wir x = 4 (po; f) und wegen (¥)

x'=A(po; foy=A(p; f),

und daraus folgt unsere Behauptung. Die Gruppe G, die I mittels f
darstellt, muB3 unabhingig von f sein. Tatsichlich wiirde eine
Darstellung von I' durch zwei verschiedene Gruppen G, G* mittels
den beiden dhnlichen Rahmen f und f* einen objektiven Unter-
schied zwischen fund f* erscheinen lassen, was unmdglich ist. Es
ist leicht dies explizit zu bestétigen. Es sei f* = fy, wo y ein Auto-
morphismus ist. AuBerdem seien x und x’ die Koordinaten eines
beliebigen Punktes p und seines Bildes p’ = po in bezug auf £, und
vy und ¥’ in bezug auf f*. Die Transformationen, die y und ¢
mittels f darstellen, heien C und S. Wir schreiben nun die

. , . . " s |,
Gleichung x” = x§ in der einprigsameren Form x(—> x'. Nach
dem Gesagten erhalten wir nun das Diagramm

sy ,

X =X
©1 (cCch.
y ¥y

Folglich ist die Transformation, die y in 3 iiberfithrt und somit
mittels des Rahmens /* darstellt, $* = CSC—1. Mit S gehort auch
CSC-! = §* zur Gruppe G, und umgekehrt ist § = C-1§*C.
Solange die Punkte nicht begrifflich gekennzeichnet werden
konnten, konnten es auch die Transformationen des Punktfeldes
nicht, und es war vielleicht auch nicht ganz klar, was mit der Aus-
sage gemeint war, die Automorphismengruppe sei bekannt oder
gegeben. Nun ist ein Stadium erreicht, wo dieser letzte Anflug
von Unklarheit verschwindet. Jeder einzelne Punkt wird durch
seine Koordinate x (in bezug auf einen festen Rahmen) ersetzt,
und somit erscheint die Gruppe I” der Automorphismen ¢ als
Gruppe G der Transformationen S. Die individuelle Transfor-
mation S, die x in x’ = xS {berfiihrt, ist ein reproduzierbares
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Symbol wie jeder einzelne individuelle Wert von x. Aber wihrend
die Koordinate x nicht nur von p, sondern auch von f abhingt,
ist die Gruppe G unabhingig von fund somit frei von jeder Not-
wendigkeit individueller Aufweisung. Um die Forderung der Ob-
jektivitdt zu erfiillen, konstruieren wir ein Bild von der Welt in
Symbolen. Der reine Mathematiker driickt das so aus: Ist eine
Gruppe G von Transformationen in einem Feld von Symbolen
gegeben, so wird eine Geometrie durch die Ubereinkunft auf-
gestellt, nur solche Relationen in dem Feld als objektiv zu unter-
suchen und zu betrachten, die gegeniiber den Transformationen
von G invariant sind.

Eine letzte Bemerkung rein logischer Natur bezieht sich auf die
Rahmen. Es ist ganz rechtmiBig, als Bezugsrahmen f die von f gebildete
Koordinatenzuordnung p— x = f(p) selbst zu betrachten. Dies scheint
sogar zweckmiBig zu sein, wenn man auf eine so umfangreiche Auto-
morphismengruppe gefaBt sein muB, die alle kontinuierlichen Trans-
formationen enthilt. Das Symbol fist dann einfach ein Zeichen fiir die
Funktion f, deren Argumentbereich sich iiber die Punkte p erstreckt,
und deren Wert ein Element x im Symbolfeld ist. Ist c:p— p’ eine be-
liebige Transformation, dann wird die transformierte Funktion ' = fo
durch die Gleichung f* (p") = f(p) fiir p” = po oder f’ (p) = f(po?)
definiert. Schreiben wir x = A (p; f) fir x = f(p), dann ist mit 4
der allgemeine logische Operator ,,Wert von* gemeint. x = A4 (p; f)
bedeutet: x ist der Wert der Funktion f fiir das Argument p.
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14. Kongruenz und Ahnlichkeit. Links und rechts

Ohne Zweifel riihrt die Uberzeugungskraft, die die euklidische
Geometrie fiir uns besitzt, von unserer Vertrautheit im Umgang
mit solchen Ko&rpern her, die wir starr nennen, und von denen
man sagen kann, sie blieben unter sich dndernden Bedingungen
gleich. Die Raumstiicke, die ein solcher Korper in zwei moglichen
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Lagen ausfiillt, heiBlen kongruent. Das Messen ist von starren Kor-
pern im gleichen Grade abhingig wie das Ziahlen vom Gebrauch
konkreter Zahlensymbole. (Uber die physikalische Begriindung
der Geometrie s. auch §§ 16 und 18.) Ist eine Geometrie einmal
vom Verhalten wirklicher, angendhert starrer Korper abstrahiert
worden, so liefert sie eine Norm fiir die physikalische Unter-
suchung aller Korper, und wir kénnen beurteilen, wie weit ein ge-
gebener Korper das Ideal der Starrheit verwirklicht. Dieser Vor-
gang unterscheidet sich nicht wesentlich von dem, bei welchem
sich eine Temperaturskala zundchst auf das Verhalten wirklicher
Gase stiitzt und dann auf die ,,ideale Gasskala* reduziert wird,
wobei die exakte Giiltigkeit solcher Gesetze postuliert wird, die
von den existierenden Gasen nur niherungsweise befolgt werden.
Da die Orte bei einem starren Korper angemerkt werden konnen,
ist die Kongruenz eine punktweise Abbildung zweier kongruenter
Volumina ¥ und V’. Zunichst bezieht sich der Kongruenzbegriff
auf einen gegebenen starren Korper b. Seine faktische Unab-
hingigkeit von b ist eine unserer fundamentalsten Erfahrungen.
Es seien ndmlich Vund V' zwei Raumstiicke, die vom Korper b
in zwei seiner Lagen ausgefiillt werden. b* sei ein anderer Korper,
der in ¥ hineinpaBt; er kann dann so bewegt werden, daB er ¥V’
ausfiillt. Da man einen starren Korper so groB machen kann,
daB3 er einen beliebig gegebenen Punkt iiberdeckt, kann die Ab-
bildung ¥V — V' auf den ganzen Raum erweitert werden. Die kon-
gruenten Abbildungen des Raumes bilden eine Gruppe A+ von
Transformationen, die wir die Gruppe der euklidischen Bewegungen
nennen. Ist diese Gruppe einmal bekannt, so konnen kongruente
Volumina als Raumstiicke definiert werden, die ineinander durch
eine Transformation S von 4+ {iberfiihrt werden k6nnen. Die Tat-
sachen legen eine Deutung nahe, nach welcher die Gruppe 4+
der kongruenten Abbildungen eine innere Struktur des Raumes
selbst zum Ausdruck bringt, und zwar eine Struktur, die vom
Raum allen Raumobjekten aufgeprigt wird.

Falls diese Ansicht zutrifft, solite die Kongruenz eigentlich
zum einzigen Grundbegriff der Geometrie gemacht werden. Unter-
suchen wir zuerst einmal, welche Konsequenzen diese Auffassung
von der Geometrie fiir die Automorphismen des Raumes (Ahn-
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lichkeiten) hat. Wir wissen ganz allgemein, daf3 die Gruppe I der
Automorphismen dann festliegt, wenn die Begriffe fiir die Grund-
relationen einer Geometrie festliegen. In unserem Falle lautet das
Kriterium fiir einen Automorphismus so: sowohl C als auch C—!
miissen jedes Paar kongruenter Raumstiicke v, v, in ein kon-
gruentes Paar transformieren. Wir betrachten das Paar v}, v, das
durch die Transformation C aus v, v, entsteht. S sei die Bewe-
gung, die v, in v, liberfithrt. Wie das Diagramm

(5)

Uy =0,
€cMHr 1O
vl v;

anzeigt, geht 0% durch die Abbildung C~1SC in v% iiber. Folglich
erfordert das Kriterium, dafl immer dann, wenn S zu 4+ gehort,
auch die Transformationen C-'SC und CSC-! dazu gehoren.
Eine Transformation heillt mit einer gegebenen Transformations-
gruppe A vertauschbar, wenn mit § auch C-1SC und CSC-1zu 4
gehoren. Die mit A vertauschbaren Transformationen bilden eine
Gruppe, den Normalisator von 4. Diese Gruppe enthilt notwendig
A als Untergruppe, seies, daB 4 identisch mit seinem Normalisator
oder ein echter Teil davon ist. Unsere Analyse kann nun so zu-
sammengefaBt werden: Die Gruppe I der Ahnlichkeiten ist der
Normalisator der Gruppe A+ der Bewegungen. Kongruente Figuren
sind also notwendig dhnlich. Die Umkehrung muf3 nicht gelten.
Ist ndmlich A* tatsdchlich eine echte Untergruppe des Normali-
sators, so existieren dhnliche Figuren im euklidischen Raum, die
nicht kongruent sind. Beispicle dafiir sind ein Korper und sein
Spiegelbild, oder ein Gebiude und ein kleinmaBstibiges Modell
davon.

Nun wollen wir das Verfahren umkehren und Klein folgen,
indem wir von einer gegebenen Automorphismengruppe ausgehen.
Wir nehmen eine Untergruppe 4 von I und erklidren zwei Figuren
fiir A-dquivalent, wenn durch eine Transformation von 4 die eine
in die andere tiberfithrt wird. Unter welchen Umstidnden besitzt
nun diese Relation der 4-Aquivalenz objektive Bedeutung? Dann
und nur dann, wenn A-dquivalente Figuren durch jede Transfor-
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mation C von I’ in A-dquivalente Figuren iiberfithrt werden, oder
mit andern Worten, wenn jedes Element C von I mit 4 vertausch-
bar ist. In diesem Falle sagt der Mathematiker, 4 sei eine invariante
Untergruppe von I Infolgedessen ist die A4-Aquivalenz dann eine
objektive Relation, wenn A eine invariante Untergruppe von I ist.
Zum Beispiel bilden die Parallelverschicbungen eine invariante
Untergruppe der Gruppe der euklidischen Ahnlichkeiten; denn
tatsdchlich besitzt die Relation // zwischen zwei Figuren, die durch
Parallelverschiebung auseinander hervorgehen, objektive geo-
metrische Bedeutung — obgleich ein passendes Wort dafiir in
unserer Sprache fehlt. Der Normalisator der Gruppe der Parallel-
verschiebungen besteht aus allen affinen Transformationen; es
muf} also moglich sein, die affine Geometrie auf der einen Re-
lation // zwischen Figuren aufzubauen. Oder noch einfacher, die
allein aus der Identitéit bestehende Untergruppe ist eine invariante
Untergruppe, und tatsidchlich ist die Relation der Identitidt zwi-
schen zwei Figuren von objektiver Bedeutung. (Es gibt gar keine
mit einem besseren Anspruch auf Objektivitit ,weil ja die Identitit
in jeder moglichen Transformationsgruppe I” enthalten ist.) Je
kleiner die Gruppe 4 ist, desto groBer ist ihr Normalisator, und
um so groBer ist die Kluft zwischen Kongruenz und Ahnlichkeit;
oder genauer, ist 4’ eine Untergruppe von 4, dann enthilt der
Normalisator /" von A’ den Normalisator I"von 4. Der Normali-
sator einer invarianten Untergruppe 4 von I' umfaBt stets I
Eine Geometrie, deren Automorphismengruppe I ist, kann allein
auf die objektive Relation der A-Aquivalenz aufgebaut werden,
vorausgesetzt, der Normalisator von A ist nicht groBer als I,
sondern fillt mit 1" zusammen.

Eine letzte Bemerkung moge diese Analyse beschlieBen. Der Raum
ist ein Kontinuum, und wenn wir von einer Transformation im Raum
sprechen, so ist es verniinftig dies im Sinne jeder beliebigen kontinuier-
lichen Transformation zu deuten. Wir bezeichnen mit £2 die Gruppe der
Transformationen, die {iberhaupt in Betracht kommen; im Falle eines
Kontinuums wire dies die Gruppe aller kontinuierlichen Transforma-
tionen. Legt man dies ausdriicklich zugrunde, so kann unsere Definition
des Normalisators folgendermaBen wiederholt werden: Gegeben sei eine
Untergruppe 4 der Gruppe 2; diejenigen Elemente von Q, die mit 4
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vertauschbar sind, bilden den Normalisator I’ von 4. In dieser Form
gewinnt der Begriff des Normalisators einen Sinn selbst fiir abstrakte
Gruppen £ und 4.

Kant spricht in Prolegomena § 13 iiber den Unterschied zwischen
kongruent und dhnlich und behauptet: ,,Wir konnen daher auch den
Unterschied dhnlicher und gleicher, aber doch inkongruenter Dinge
(z. B. widersinnig gewundener Schnecken) durch keinen einzigen Begriff
verstandlich machen, sondern nur durch das Verhiltnis zur rechten und
linken Hand, welches unmittelbar auf Anschauung geht.* Nach seiner
Ansicht bietet nur der transzendentale Idealismus eine Losung fiir dieses
Ritsel an. Ohne Zweifel griindet sich die Bedeutung der Kongruenz auf
die Raumanschauung, aber ebenso ist es mit der Ahnlichkeit. Kant
scheint auf einen wunderen Punkt zu zielen, aber gerade dieser Punkt
kann durch eine Analyse an Hand einer Gruppe I und ihrer invarianten
Untergruppen 4, oder einer Gruppe 4 und ihres Normalisators I” voll-
stindig geklirt werden. Stets wenn A eine echte invariante Untergruppe
von I ist, fallen die Begriffe der Kongruenz = A-Aquivalenz und der
Ahnlichkeit = I'-Aquivalenz nicht zusammen, obgleich die erstere von
objektiver Bedeutung (= I-invariant) ist. Das Phidnomen, iiber das sich
Kant wundert, kann somit hochst befriedigend unter allgemeine und
abstrakte ,,Begriffe* gestellt werden.

Wer die Kongruenz in den Rang der einzigen Grundrelation
der Geometrie erhebt, muf} sodann die Geometrie aus diesem einen
Begriff heraus entwickeln. Hierfiir stehen mehrere Wege offen.
Eine tiefere Einsicht, als die elementare Auffassung zuldBt, in den
Stil der euklidischen Axiome wiirde gewonnen, wenn es geldnge,
die fundamentalen Tatsachen der Geometrie als einfache Axiome
iber die Gruppe 4+ der euklidischen Bewegungen zu formulieren.
Nach Uberweg hat als erster Helmholtz mit iiberraschendem
Erfolg dieses Programm in seiner Schrift ,,Uber die Tatsachen,
die der Geometrie zugrunde liegen‘“ durchgefiihrt. Spiter hat S. Lie,
der eine allgemeine Theorie der Transformationsgruppen aufstelite,
das Problem mit seinen schirferen mathematischen Mitteln wieder
aufgegriffen und es von drei auf » Dimensionen verallgemeinert.
Die euklidische Bewegungsgruppe A+ ist beinahe vollstindig da-
durch gekennzeichnet, daB sie dem starren Korper dasjenige Mal3
an freier Beweglichkeit verleiht, das uns aus der Erfahrung ver-
traut ist. In genauerer Fassung: Man ist durch eine kongruente
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Abbildung imstande, einen beliebigen Punkt in einen beliebigen
Punkt tiberzufiihren, auBBerdem bei festgehaltenem Punkt eine be-
liebige Linienrichtung in diesem Punkte in eine beliebige Linien-
richtung daselbst, bei festgehaltenem Punkt und Linienrichtung
eine beliebige durch sie hindurchgehende Flichenrichtung in eine
beliebige andere ebensolche Flachenrichtung, und so fort bis hinauf
zu den (n — 1)-dimensionalen Richtungselementen. Ist aber ande-
rerseits ein Punkt, eine hindurchgehende Linienrichtung, eine
durch sie hindurchgehende Fliachenrichtung usw. bis hinauf zu
einem (n — 1)-dimensionalen Richtungselement gegeben, so exi-
stiert auBler der Identitdt keine kongruente Abbildung, welche
dieses System inzidenter Elemente festla3t. Wir sagten soeben,
dieses Axiom kennzeichne beinahe vollstindig die euklidische Be-
wegungsgruppe. Tatsdchlich erhidlt man so die Gruppe der kon-
gruenten Transformationen eines geringfiigig allgemeineren Rau-
mes, ndmlich eines projektiven Raumes mit aufgepriagter Cayley-
scher Mafibestimmung. Diese Gruppe enthilt einen dem Werte
nach unbestimmt bieibenden Zahlparameter A, die konstante
Raumkriimmung, von welcher nur das Vorzeichen wesentlich ist.
Je nachdem A positiv, 0 oder negativ ist, kommt man auf den
elliptischen, parabolischen (euklidischen) oder hyperbolischen
Typus. Dies sind also die einzigen homogenen Riume, in denen
alle Punkte gleichwertig sind, ferner alle Richtungen in einem
Punkte usw.

Es ist schwer, iiber diese Probleme ohne exakte Beschreibung der
euklidischen Gruppen I' und 4% vor Augen gescheit zu reden. Ein
kartesisches Bezugssystem im dreidimensionalen euklidischen Raum
besteht aus einem Punkt 0, dem Ursprung, und drei aufeinander senk-
recht stehenden Vektoren e,, e,, e, gleicher Lange. Die Koordinaten x;,

Xy, X3 eines Punktes werden durch
—

0P=x1€1 +x2€2+x3€3

definiert. Relativ zu einem solchen System wird eine Ahnlichkeit, die den
Punkt (x;, x5, x3) in den Punkt (x;, x5, x5") abbildet, durch eine lineare
Transformation

S: xi=a;+a; %1+ ... +a,x, (i=1,2,...,n) )

mit konstanten Koeffizienten a;, a;; dargestellt, die der folgenden Be-
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dingung geniigen: (x;" —a;)% + ... + (x»" — ax)? ist ein konstantes
positives Vielfaches a von x;,2 + ... + x»% (Die Dimensionszahl n ist
hier unbestimmt gelassen.) Die Ahnlichkeit ist ,,nicht-vergréfernd*
und heiBt orthogonale Transformation fiir @ = 1. Die orthogonalen
Transformationen bilden eine invariante Untergruppe 4 von I". Aus der
oben erwihnten Bedingung, die durch jede Ahnlichkeit erfiillt wird,
folgt die Gleichung d? = q” fiir die Determinante d aus den ;. Folglich
hat eine orthogonale Transformation entweder das Vorzeichen -+
(d = +1) oder das Vorzeichen — (d = —1). Die orthogonalen Trans-
formationen mit dem Vorzeichen + bilden die Gruppe 4+ der euklidi-
schen Bewegungen. At ist eine Untergruppe von 4 mit dem Index 2,
d. h., wenn S;, S, zwei beliebige Transformationen von 4 mit negativem
Vorzeichen sind, dann hat S,7! S, positives Vorzeichen. (Die fundamen-
tale Tatsache der Unterscheidung von links und rechts: zwei gegeniiber
einer gegebenen Schraube gegensinnig gewundene Schrauben winden
sich im gleichen Sinne.) Es macht nicht viel aus, ob wir 4+ oder 4 als
Gruppe der kongruenten Abbildungen zugrundelegen. Angenommen
wir entscheiden uns fiir die groBere Gruppe 4. Dann wiirde die stetige
Bewegung eines starren Korpers durch eine Orthogonaltransformation
S (¢) dargestellt, die vom Zeitparameter ¢ abhéngt und die Identitat I
im Anfangsmoment ¢ = 0 aufweist. Da die Determinante von S (¢)
lediglich die beiden Werte + 1 und — 1 annehmen kann, da sie ferner
am Anfang ¢ = 0 gleich -+ 1 ist und stetig mit ¢ variiert, muf} sie stets
+ 1 bleiben. So fallen selbst dann, wenn wir beliebige orthogonale
Transformationen zulassen, durch die Forderung der Stetigkeit fiir
S (t) die Transformationen mit negativem Vorzeichen automatisch
heraus. Ein starrer Korper kénnte nur durch einen unstetigen Sprung
in sein Spiegelbild iibergehen.

Ein viel tiefer greifender Aspekt fiir die Gruppe 4 als der, die
Beweglichkeit starrer Korper zu beschreiben, wird durch ihre Rolie
als Gruppe der Automorphismen der physikalischen Welt offenbar.
In der Physik konnen wir nicht nur die Punkte betrachten, sondern
ebenso die verschiedenen Arten physikalischer Grofen wie Ge-
schwindigkeit, Kraft, elektromagnetische Feldstdrke usw. Aber
Tatsache ist, daB in einem kartesischen System nicht nur Punkte,
sondern alle physikalischen GréBen durch Zahlen dargestellt wer-
den konnen, zum Beispiel eine Kraft durch ihre Komponenten
fi(i = 1,2,..., n), eine elektromagnetische Feldstirke durch eine
Menge schiefsymmetrischer Komponenten Fi; = — Fg; usw. Und
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unter dem EinfluB} einer beliebigen orthogonalen Abbildung S (*)
der Raumpunkte durchlaufen sie eine verwandte Transformation,
die eindeutig durch S bestimmt ist. So transformieren sich zum
Beispiel die Kraftkomponenten nach der Gleichung

f::zzai}.fﬂ. (i:l=132,'-‘>n)a
A

die Komponenten der elektromagnetischen Feldstirke nach der
Regel

F{k=zailakﬂFAu (i,k,i,[l:l,z,...,n)

A, p

usw. Alle Naturgesetze sind gegeniiber der so durch die Gruppe 4
induzierten Transformation invariant. Indessen gilt nicht, daB} sie
gegeniiber allen Ahnlichkeiten invariant sind, obgleich es auf
einem gewissen Stand der Naturerscheinungen so aussicht. Aber
die Tatsachen des Atomismus lehren uns, dal3 die Ldnge nicht re-
lativ, sondern absolut ist. Die Atomkonstanten der Ladung und
Masse des Elektrons und das Plancksche Wirkungsquantum #
legen ein absolutes Langennormal fest, das sich durch die Wellen-
ldngen der Spektrallinien auch fiir praktische Messungen als zu-
ginglich erweist. So sind wir nicht mehr von der Erhaltung des
Platin-Iridium-Urmeterstabes abhéngig, der beim Comité Inter-
national des Poids et Mesures in Paris aufbewahrt wird. Fiir die
Basisvektoren eines kartesischen Bezugssystems schreiben wir nun
die absolute Linge 1 vor. In 4 miissen auch die Transformationen
mit negativem Vorzeichen enthalten sein; denn in den Natur-
gesetzen gibt es keinen Hinweis fiir einen natiirlichen Unterschied
zwischen links und rechts. Nun ist klar, warum ein Korper, dessen
Stellen alle eine Transformation S (7) der Gruppe 4 durchlaufen,
die stetig vom Zeitparameter ¢ abhidngt, und deren physikalische
Merkmale sich entsprechend dndern, mit vollem Recht von sich
behaupten kann: Physikalisch bin ich wihrend meiner Bewegung
gleich geblieben.

Das extensive Medium, der AuBBenwelt besteht sowohl aus der Zeit

als auch aus dem Raum. Wie die Zeit als vierte Koordinate in das obige
Schema paBt, wird in § 16 auseinandergesetzt. Dieser Schritt wurde
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dadurch vorbereitet, da3 wir die Dimensionszahl #» unbestimmt gelassen
haben. Fiir die Physik ist der Fall » = 4 sogar wichtiger als » = 3. Hier
werden wir uns freilich auf den Raum beschrinken.

Wir fassen zusammen: Die Gruppe der physikalischen Auto-
morphismen im Raum ist die Gruppe 4 der orthogonalen Trans-
formationen. Die Gruppe der geometrischen Automorphismen ist
gemiB der eigentlichen Wortbedeutung der Normalisator /' von 4.
Er ist groBer als 4, insofern er die Dilatationen x) = ax; mit be-
liebiger Konstanter a > 0 mit enthilt. Diese Divergenz zwischen
A und I" beweist letztlich, daBB die Physik sich nie auf die Geo-
metrie zuriickfiihren ldf3t, wie Descartes gehofft hatte.

Links und rechts. Miifte ich die fundamentalsten mathematischen Tat-
sachen benennen, so wiirde ich wahrscheinlich mit der Tatsache (F;)
beginnen, daB3 das Abzdhlen einer Menge von Elementen zur gleichen
Zahl fihrt, in welcher Reihenfolge man auch die Elemente vornimmt,
dann als zweites die Tatsache (F,) erwdhnen, da man unter den Per-
mutationen von » (= 2) Dingen die geraden und die ungeraden vonein-
ander unterscheiden kann. Die geraden Permutationen bilden eine
Untergruppe mit Index 2 innerhalb der Gruppe aller Permutatio-
nen. Die erste Tatsache bildet den Grund des geometrischen Dimen-
sionsbegriffes, die zweite den des ,,Sinnes*. Wir betrachten die affine
Vektorgeometrie. Eine Basis fiir ihre Vektoren besteht aus n Vek-
toren ey, ..., &5, S0 daB jeder beliebige Vektor sich als Linearkombina-
tion x,e, + ... + xne, eindeutig ausdriicken 146t, und der Satz von der
Invarianz der Dimensionszahl besagt, daB jede Basis notwendig aus
der gleichen Anzahl n Vektoren besteht. Aus dieser Aussage folgt klar
die Tatsache (F,); denn durch jede Umgruppierung der Basisvektoren
geht man zu einer neuen Basis iiber. Umgekehrt bildet das Invarianz-
theorem einen leicht aus der Tatsache (F;) zusammen mit der Regel
fiir die Addition und Multiplikation von Zahlen abgeleiteten algebrai-
schen Satz. Jede Anordnung von n gegebenen, linear unabhédngigen
Vektoren legt einen ,,Sinn* fest, und zwei Anordnungen legen dann den
gleichen Sinn fest, wenn sie durch eine gerade Permutation auseinander
hervorgehen (Definition durch Abstraktion). Eine ungerade Permuta-
tion dndert den Sinn ins Gegenteil. Das ist ganz klar die kombinatorische
Waurzel der Unterscheidung zwischen links und rechts. AuBerdem wird
man in Verbindung mit den Grundoperationen der affinen Vektorgeo-
metrie (Vektoraddition, Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl)
zu einem Vergleich des ,,Sinnes* zweier Basen ey, ..., e und e, %, ..., e, ¥
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gefithrt. Wenn man die Vektoren e* durch die Vektoren e ausdriickt,
also

%
ei =a1iel+ “ee +am-en,

dann besitzen die Koeflizienten a;x eine nicht-verschwindende Deter-
minante. Die Sinne der beiden Basen sind entweder gleich oder ent-
gegengesetzt, je nachdem die Determinante positiv oder negativ ist.
Die Definition einer Determinante griindet sich aber auf die Unter-
scheidung gerader und ungerader Permutationen!

Kant findet den Schliissel zum Rétsel des links und rechts?) im trans-
zendentalen Idealismus. Der Mathematiker sieht dahinter die kombina-
torische Tatsache der Unterscheidung von geraden und ungeraden Per-
mutationen. Die Diskrepanz zwischen der Fragestellung des Philosophen
und des Mathematikers nach den Wurzeln des Phdnomens, das uns die
Natur stellt, kann kaum auffallender beleuchtet werden.

15. Der Riemannsche Standpunkt. Topologie

Die Begriffe Dimensionszahl und Sinn sind nicht auf den
metrischen euklidischen oder affinen Raum beschrinkt. Sie gelten
fiir kontinuierliche Mannigfaltigkeiten im allgemeinen. Riemann
hat als erster den allgemeinen Begriff einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit mathematisch analysiert. Eine geniigend kleine
Umgebung eines beliebigen Punktes in einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit kann eineindeutig und stetig auf ein Gebiet des
n-dimensionalen Zahlenraumes abgebildet werden, wobei die
Punkte des letzteren n-Tupel von reellen Zahlen (xg, Xy, ..., Xp)
sind. Jede umkehrbar eindeutige Transformation der Koordi-
naten

Vi=@i(X15 005 Xp) (i=1,...,m);
X =P (V15 o5 V) (k=1,...,n)
liefert eine neue Koordinatenzuordnung, die zur Darstellung der

gleichen Umgebung dient. Ist m notwendig gleich n? Dies ist die
Frage der topologischen Invarianz der Dimensionszahl.

) Vgl. S. 108.
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Essei P = (xy, ..., xn) ein gegebener Punkt und P* = (x; + dx,, ...,
Xn -+ dxp) irgend ein unendlich nahe bei P liegender Punkt. Sind die
Transformationsfunktionen differenzierbar, dann transformieren sich
die Komponenten (dx;, ..., dxp) aller von P ausgehenden infinitesimalen

9
Vektoren PP * nach linearen Formeln
dyi=zaik'dxka dxk=zbki'dyz'> *
k i

deren Koeffizienten a;x, bx: vom Punkt P, aber nicht von P * abhidngen.
(Infinitesimale Grofen lassen sich dadurch vermeiden, da8 man eine
imaginédre Zeit 7 einfiihrt und einen Punkt sich in der Mannigfaltigkeit
nach einem willkiirlichen Gesetz xx = xx (t) bewegen 14Bt. Angenom-
men der Punkt gehe im Zeitpunkt T = 0 durch P; seine Geschwindig-
keit zu diesem Zeitpunkt ist ein Vektor in P mit den x-Komponenten
ug = (dxr/dt);=y. Die y-Komponenten v; der gleichen Geschwindigkeit
sind mit den x-Komponenten durch die Gleichungen (*) verkniipft,

;= 2 AuUy, U= z byv;,
X i

die fiir alle moglichen Geschwindigkeiten in P gilt.) Aber diese linearen
Transformationen koénnen nur dann invers zueinander sein, wenn
m = nund die Determinante der a;x, die sogenannte Jacobische Deter-
minante, von Null verschieden ist. Fiir die Gesamtheit £ sind nun
nur solche ,,differenzierbaren* Transformationen der Koordinaten zu-
gelassen. Unter diesen Umstidnden spricht man von einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit. Da sich die Jacobische Determinante stetig
mit P dndert, ist sie in dem ganzen, von den beiden Koordinatenzu-
ordnungen bedeckten Gebiet entweder durchweg positiv oder durchweg
negativ. Im ersten Fall erteilen wir der Transformation die Signatur +,
im zweiten Fall —. Danach kann iiber dem ganzen Gebiet ¢in ,,Sinn*
festgelegt werden. Man sieht, daBB sowohl die Dimensionszah! als auch
der Sinn aus der Tatsache folgen, daB die affine Geometrie im Unend-
lichkleinen gilt. Wihrend es der Topologie recht gut gelungen ist, mit
der Stetigkeit Herr zu werden, verstehen wir noch nicht die innere Be-
deutung der Beschrdnkung auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
Vielleicht vermag sie die Physik eines Tages abzutun. Gegenwirtig
scheint sie unerldBlich, weil die Transformationsgesetze der meisten
phj}sikalischen Gro6Ben eng mit denen der Differentiale dx; (*) verkniipft
sind.
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Riemann hat, gestiitzt auf die Gaullsche Theorie der krummen
Flachen, angenommen, die euklidische Geometrie gelte im Unend-
lichkleinen. Das Quadrat der Lange ds des infinitesimalen Vektors

i
PP* mit den Komponenten dx; kann dann durch eine positive
quadratische Form

d52=z gikdxidxk (**)
ik

der dx; ausgedriickt werden. Ihre Koeffizienten g;; sind vom

-
Vektor PP * mit den Komponenten dx; unabhingig, sic werden aber
im allgemeinen vom Punkt P mit den Koordinaten x; abhéngen
und stetige Funktionen dieser Koordinaten sein. Aus der invarian-
ten Bedeutung von ds? erhellt, wie sich die Komponenten g¢ des
,,MaBfeldes* beim Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem
y; transformieren. Die Metrik eines dreidimensionalen Riemann-
schen Raumes dieser Art prégt sich jeder in ihm liegenden Flidche
auf, die dadurch zum zweidimensionalen Riemannschen Raum
gestempelt wird. Hingegen gilt im dreidimensionalen euklidischen
Raum nicht auf jeder Fliche die zweidimensionale euklidische
Geometrie; denn hier treten alle moglichen zweidimensionalen
Riemannschen Riume als Unterrdume des dreidimensionalen
euklidischen Raumes auf. Der Raum ist also in der euklidischen
Geometrie von viel speziellerer Natur (ndmlich nicht-gekriimmt)
als die moglichen Fldchen darin, wahrend der Riemannsche Raum-
begriff genau den richtigen Grad der Allgemeinheit hat, um diese
Diskrepanz zum Verschwinden zu bringen.

Wie nach Leibniz’ Kontinuitidtsprinzip die wahre Gesetz-
méiBigkeit der Natur ihren Ausdruck in Nahewirkungsgesetzen
findet, wobei nur die Werte physikalischer Groflen in Raum-Zeit-
Punkten mit unmittelbarer Nachbarschaft zueinander verkniipft
werden, so sollten die Grundrelationen der Geometrie sich nur auf
unendlich nah benachbarte Punkte (,,Nahgeometrie* im Gegen-
satz zur ,,Ferngeometrie*) bezichen. Nur im Unendlichkleinen
diirfen wir erwarten auf die elementaren, iiberall gleichen Gesetze
zu stoflen, darum muB3 die Welt aus ihrem Verhalten im Unend-
lichkleinen verstanden werden.
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Verlangt man freilich die metrische Homogenitit des Rau-
mes — und der Raum als Form der Erscheinungen ist notwendig
homogen —, so fillt man von dem Riemannschen sofort auf den
klassischen Raumbegriff zuriick, zu dem die Helmholtzschen
Postulate iiber die Bewegungsgruppe fiihren. Aber Riemann nahm
an, daf} das metrische Feld nicht ein fiir allemal starr gegeben ist,
sondern in kausaler Abhéiingigkeit von der Materie steht und mit ihr
sich verdndert; es gehort fiir ihn nicht zur ruhenden homogenen
Form der Erscheinungen, sondern zum wechselvollen materiellen
Geschehen. Riemann fragt nach dem innern Grunde der MaBver-
héltnisse des Raumes, und nachdem er mit den auf S. 62 zitierten
Worten den Fall der diskreten und der stetigen Mannigfaltigkeit
unterschieden hat, fahrt er fort: ,,Es muB also entweder das dem
Raume zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltig-
keit bilden oder der Grund der MaBverhiltnisse auBerhalb in
darauf wirkenden bindenden Kriften gesucht werden.® Das
MabBfeld tut sich kund vermoge seiner physischen Wirkungen, die
es auf starre Korper, Lichtstrahlen und alle Naturvorginge aus-
ubt, aus denen allein wir seinen Zustand ablesen konnen. Was aber
wirkt, muB3 auch leiden, muf} selber etwas Reales sein und kann
nicht in ,,geometrischer Starre unangreifbar iiber den Kriften
der Materie thronen. Dadurch ist nun trotz der Inhomogenitit
des metrischen Feldes die freie Beweglichkeit der Korper ohne
MaBianderungen zuriickgewonnen, da ein Korper das von ihm
erzeugte oder deformierte metrische Feld bei der Bewegung ,,mit-
nehmen*‘ wird. Einstein hat, nachdem er den Raum durch die Zeit
zum vollen extensiven Medium der AuBenwelt erweitert hatte,
den Riemannschen Gedanken zu einer in alle Einzelheiten durch-
gebildeten physikalischen Theorie der Gravitation ausgestaltet
und insbesondere auch die Gesetze ermittelt, nach denen die
Materie auf das MafBfeld einwirkt.

Riemann und Einstein behaupten, daB die Gruppe der —
geometrischen und physikalischen — Automorphismen mit der
Gesamtheit {2 aller differenzierbaren Transformationen zusam-
menféllt. In dieser Bezichung unterscheiden sich ihre Theorien
radikal von dem im letzten Abschnitt auseinandergesetzten Stand-
punkt. Thr Prinzip der allgemeinen Relativitit ist nur annehmbar,
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nachdem man das MafBfeld unter die physikalischen Grofen ein-
gegliedert hat, die auf die Materie einwirken und von dieser
Gegenwirkung erfahren. Trotzdem wird die euklidische Geo-
metrie fiir die infinitesimale Nachbarschaft eines beliebig gegebe-
nen Punktes P, beibehalten. Denn es ist eine mathematische Tat-
sache, daB fiir alle Linienelemente in einem gegebenen Punkt P,
die MaBgleichung (**) die spezielle Form

ds*=dx?+dx5+ ... +dx?

annimmt, falls entsprechende Koordinaten x; fiir die Nachbar-
schaft von P, gewdhlt sind. In dieser Form ist fiir irgendeine Un-
bestimmtheit kein Platz, und daher konnen wir sagen, die Natur
der Metrik sei in jedem Punkt gleich. Aber das Koordinaten-
system, in welchem das MalBgesetz diese feste Normalform an-
nimmt und das, wie ich mich ausdriicken will, charakteristisch
ist fiir die ,,Orientierung der Metrik, ist im allgemeinen von
Stelle zu Stelle ein anderes. Eines analogen Sprachgebrauchs
bedienen wir uns in der euklidischen Geometrie, wenn wir sagen:
Alle Wiirfel (gegebener GrofBe) sind von der gleichen Natur, sie
unterscheiden sich jedoch durch ihre ,,Orientierung*‘. Die Natur
der Metrik ist eine, absolut gegeben; nur die gegenseitige Orien-
tierung in den verschiedenen Punkten ist kontinuierlicher Ver-
dnderungen fihig und abhingig von der Materie. Der euklidische
Raum ist zu vergleichen einem Kristall, der aus lauter gleichen
unverdnderlichen Atomen in der regelmiBigen und starren, un-
verdnderlichen Anordnung eines Gitters aufgebaut ist, der Rie-
mannsche Raum einer Fliissigkeit, die aus denselben unterein-
ander gleichen unverdnderlichen Atomen besteht, aber in einer
beweglichen, gegeniiber einwirkenden Kriften nachgiebigen
Lagerung und Orientierung.

Dies kommt vielleicht durch eine andere Formulierung der
Riemannschen Konzeption heraus, die fiir die Quantenphysik
unentbehrlich geworden ist, wenn die ein bewegtes Elektron kenn-
zeichnenden GroBen in die allgemeine Relativititstheorie einge-
palit werden sollen. Aus der obigen Erlduterung durch Geschwin-
digkeiten ist klar, was mit dem Korper der Tangentenvektoren
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(Geschwindigkeiten) in P gemeint ist. Sie bilden einen »#-dimensio-
nalen Vektorraum. Die Koordinatenzuordnung P — x; bestimmt
eine Vektorbasis ey, ..., 5 in diesem Tangentenvektorraum V' (P)
in P, so daB w;e; + ... + wuuey, der Vektor mit den x-Komponen-
ten u; ist. Angenommen der Vektorraum in P besitze eine eukli-
dische Metrik (mit absolutem Lingennormal), so kdnnen wir
darin ein ortliches kartesisches Bezugssystem | = { (P) einfiihren,
das aus » aufeinander senkrecht stehenden Vektoren der Linge 1
besteht. Die Willkiirlichkeit in der Wahl dieses Systems driickt
sich durch die Gruppe 4, der euklidischen Drehungen aus. Diese
Gruppe besteht aus allen linearen Transformationen

St zp=Y) agz, B,y=1,...,n),
Y

fiir welche

2

2_ 2
ZP+ otz =2

+ .+ 22

ist. Hierin sind die Variablen z; die Komponenten eines beliebigen
Vektors von ¥V (P) in bezug auf das kartesische System f. Die
Zahlenwerte e, (B =1, ..., n) der Komponenten jedes einzelnen
der Vektoren e; (i = 1, ..., n) in bezug auf { beschreiben das Ein-
betten des Systems { in den Raum. So k6nnen nun die n? Groflen
€igs die ebenso von der Wah! der Koordinaten x; wie vom kartesi-
schen System { (P) in P abhingen und Funktionen von P sind,
dazu dienen das Maffeld zu kennzeichnen. Fiir die Riemannschen
gik errechnet man leicht die Werte

k=61t ... Te€yey,.

Erst wenn die Koordinaten x; und ein kartesisches System
f (P) in jedem Punkt P gewihlt sind, kOnnen alle physikalischen
GroBen durch Zahlen dargestellt werden. Die Naturgesetze sind
invariant 1. gegeniiber willkiirlichen Transformationen der
Koordinaten x; und 2. gegeniiber einer Drehung S des Systems
f (P), die willkiirlich (stetig) vom Punkt P abhdngen kann. Es
besteht also diese doppelte Invarianz, eine, die von der Gruppe £2
aller Transformationen der Koordinaten x; beschrieben wird,
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und die andere durch ein Element der Gruppe 4,, das sich will-
kiirlich mit der Lage von P dndern kann.

Was beim Ubergang von der speziellen zur allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie geschehen ist, ist offensichtlich folgendes: Die
physikalischen Automorphismen, die, wie im vorigen Abschnitt
beschrieben, die Gruppe 4 bilden, sind in ihre Bestandteile, die
Translationen und Rotationen zerlegt worden. Die Translations-
gruppe ist durch die Gruppe aller méglichen Transformationen
der Koordinaten ersetzt worden, wihrend die Rotationen zwar
euklidische Rotationen geblieben sind, nun aber mit einem Zen-
trum P verkniipft und imstande sind frei zu variieren, wéahrend
sich das Zentrum P iiber die Mannigfaltigkeit bewegt. Der Raum,
das extensive Medium der materiellen Welt, ist ganz klar der Sitz
der Gruppe {2 der Koordinatentransformationen; doch scheint
die Gruppe 4, ihren Ursprung in den letzten Elementarteilchen
der Materie zu haben. Die GréBen e;; sind somit die Mittler
zwischen Materie und Raum.

Es erhebt sich die Frage, aus welchen inneren Griinden heraus die
Natur gerade 4, unter allen méglichen Gruppen homogener linearer
Transformationen ausgesucht hat. Eine Antwort liefert die Helmholtz-
sche Theorie, nach der 4, vollstindig durch das Axiom der freien Be-
weglichkeit gekennzeichnet ist: Jede inzidente Menge o von 1-, 2-, ...,
(n — 1)-dimensionalen Richtungen kann in jede ebensolche andere
Menge durch eine Transformation von 4, iiberfiihrt werden, wihrend
diejenigen Transformationen von 4,, die eine gegebene Menge ¢ inzi-
denter Richtungen fest lassen, eine Untergruppe bilden, die nur zwei
Elemente enthélt (ndmlich die Identitit und die Spiegelung in o). Diese
Kennzeichnung ist jedoch weniger iiberzeugend, nachdem nun die
Gruppe nicht mehr zur Beschreibung der Beweglichkeit eines starren
Korpers dient. (AuBerdem versagt sie fiir die Lorentzgruppe, die in der
vierdimensionalen Welt die Stelle der orthogonalen Gruppe im drei-
dimensionalen Raum einnimmt.)

Die Gruppe 4, konnte als abstrakte Gruppe betrachtet werden, fiir
welche verschiedene Darstellungen durch lineare Transformationen fiir
verschiedene physikalische GroéBen kennzeichnend sind, so zum Bei-
spiel die Darstellung 4, durch orthogonale Transformationen selbst fiir
die Vektoren, eine gewisse ,, Tensor*“~-Darstellung fiir die elektromagneti-
sche Feldstidrke, dann eine sehr bemerkenswerte, namlich die sogenannte
Spinordarstellung fiir das elektromagnetische Wellenfeld.
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Topologie. Im allgemeinen iberdeckt eine Koordinatenzu-
ordnung nur einen Teil einer gegebenen kontinuierlichen Mannig-
faltigkeit. Die ,,Koordinate‘ (xy, ..., xp) ist ein aus reellen Zahlen
bestehendes Symbol. Man kann sich das Kontinuum der reellen
Zahlen als durch iterierte Zweiteilung geschaffen denken. Um die
Natur einer Mannigfaltigkeit im ganzen bewéltigen zu kOnnen,
muBte die Topologie kombinatorische Schemata allgemeinerer
Natur entwickeln. Durch diese kombinatorische Beschreibung ist
sie dann die Beschrinkung auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten
losgeworden.

Um ein Kontinuum der mathematischen Behandlung zu unter-
werfen, mull man annehmen, daB es in ,,Elementarstiicke geteilt
sei und diese Teilung durch immer wiederholte Unterteilung
nach einem festen Schema — im eindimensionalen Fall besteht
dieses Schema in der Zweiteilung jeder Elementarstrecke — be-
stindig verfeinert und dadurch das Kontinuum mit einem immer
dichter werdenden Teilungsnetz iibersponnen werde. So hat denn
eigentlich jedes Kontinuum sein eigenes arithmetisches Schema,
das durch die kombinatorische Beschreibung der Art, wie in der
anfinglichen Teilung die einzelnen Elementarstiicke aneinander
grenzen, durch das ,,topologische Geriist** der Mannigfaltigkeit,
schon vollstindig festgelegt ist; die Einfithrung von Zahlkoordi-
naten durch die Beziehung auf das besondere Teilungsschema des
offenen eindimensionalen Kontinuums ist eine Vergewaltigung,
die sich nur durch die besonders bequeme kalkulatorische Be-
handlung des gewohnlichen Zahlkontinuums mit seinen vier
Spezies praktisch rechtfertigt. Das topologische Geriist bestimmt
die ,,Zusammenhangsverhiltnisse“ der Mannigfaltigkeit im gro-
Ben. Es ist eine wichtige, aber schwierige mathematische Frage,
wann zwei solche Geriiste dquivalent, d. h. fahig sind, dasselbe
Kontinuum, auf zwei verschiedene Arten in Elementarstiicke zer-
legt, darzustellen. Das Geriist besteht im Falle einer #-dimensiona-
len geschlossenen Mannigfaltigkeit aus endlich vielen Elementen
0.,1,2.,..., nter Stufe (Ecken, Kanten, ...), die durch irgend-
welche Symbole gekennzeichnet werden miissen. Ein Element
v-ter Stufe wird begrenzt von gewissen Elementen (v — l)ter
Stufe; durch die Angaben dariiber ist das Geriist vollstdndig be-
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schrieben. Mit den Forderungen, die an ein solches Geriist zu
stellen sind, mit den Eigenschaften, die es besitzt, und mit der
Frage der Aquivalenz befaBt sich die Analysis situs oder die
kombinatorische Topologie.

Die Topologie hat das Eigentiimliche an sich, da} die zu ihr gehori-
gen Fragen unter Umstdnden sicher entscheidbar sind selbst dann,
wenn die Kontinua, an welche sie gestellt werden, nicht exakt, sondern
nur vage gegeben sind, wie es in der Wirklichkeit stets der Fall ist. So
ist an einem unverletzten Ziegelstein sein topologisches Geriist mit
Sicherheit abzulesen; ein in sich zuriicklaufender Faden, der eine Kurve
im Sinne der exakten Geometrie nur niherungsweise festlegt, ist doch
mit Sicherheit entweder verknotet oder nicht. Wo die moglichen Fille
eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden, findet keine Ungenauigkeit statt.
So kann man in der rationalen Bearbeitung eines Kontinuums drei
Stufen unterscheiden: die Morphologie, die mit vag umschriebenen ge-
staltlichen Typen operiert; die Topologie, die durch auffillige Singulari-
tdten geleitet oder in freier Konstruktion ein Geriist, vag lokalisiert,
aber kombinatorisch genau bestimmt, in die Mannigfaltigkeit hinein-
sieht; und die eigentliche mit Idealgebilden operierende Geometrie, die
in ein wirkliches Kontinuum erst dann exakt sich hineintragen lieGe,
wenn dies mit einem sich ins Unendliche verfeinernden und verschirfen-
den Teilungsnetz iibersponnen wire; die geometrischen vom Teilungs-
netz unabhéngigen Eigenschaften der im Kontinuum konstruierbaren
Gebilde mogen sich dabei auf ein in ihm ausgebreitetes Strukturfeld
nach Art des metrischen Feldes stiitzen. Welche Bedeutung trotz eviden-
ter Unerfiillbarkeit der eben fiir ihre Anwendung aufgestellten Forderung
die idealisierende Geometrie in der Wirklichkeit besitzt, werden wir im
naturwissenschaftlichen Teil erértern. In dem geschilderten Aufstieg
enthiillt sich das sinnlich-kategoriale Doppelantlitz der Geometrie, um
dessentwillen schon Plato den geometrischen Figuren eine Mittelstellung
zwischen den Ideen und den Sinnendingen anwies. — Fiir eine sorg-
féltigere phdnomenologische Analyse des Gegensatzes von Vagem und
Exaktem und des Limesbegriffs verweise ich auf die am Schlu3 von § 9
zitierte Schrift von O. Becker. — Wenn wir die Unterteilung des topo-
logischen Geriistes nach einem festen Schema vornehmen, so bedeutet
das fiir ein konkret vorliegendes Kontinuum, daB wir annehmen, wir
hétten uns bei der ersten Teilung in Stiicke iiber die Analysis-situs-
Beschaffenheit dieser Elementarstiicke nicht getduscht. Wir schlieBen
also die Moglichkeit aus, daB sich beim genaueren Untersuchen einer
Fliche zeigen konnte, dal das, was wir fiir ein Elementarstiick gehalten
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haben, in Wahrheit etwa aufgesetzte kleine Henkel trigt, die dem Stiick
andere Zusammenhangsverhiltnisse verleihen, und so in infinitum bei
Anwendung immer stirkerer,,Vergroerungen‘ immer neue topologische
Verwicklungen sich enthiillen wiirden.

Der Riemannsche Standpunkt 148t auch fiir den wirklichen Raum
ganz andere topologische Zusammenhangsverhiltnisse zu, als sie der
euklidische besitzt. Nur auf Grund der allgemeineren und freieren Auf-
fassung der Geometrie, welche die Mathematik des letzten Jahrhunderts
entwickelt hat, nur mit offenem Blick fiir die von ihr aufgedeckten Denk-
barkeiten kann heute, glaube ich, das Raumproblem philosophisch
fruchtbar in Angriff genommen werden.
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I. Raum und Zeit. Die transzendente Auflenwelt

16. Struktur von Raum und Zeit in ihrer physischen Wirk-
samkeit

Die moglichen Raum-Zeit-Stellen oder ,, Weltpunkte* bilden
ein vierdimensionales Kontinuum. Nur das raumzeitliche Zusam-
menfallen und die unmittelbare raumzeitliche Nachbarschaft
haben einen in der Anschauung ohne weiteres klar aufzuweisenden
Sinn. Es heiBlt bereits, dem vierdimensionalen extensiven Medium

N \
P —— "t = const.
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g

Fig. 1. Schichtung und Faserung der Welt in graphischer Darstellung.
Weltlinie g einer gleichférmigen Translationsbewegung. Lichtkegel &.

der AuBBenwelt eine bestimmte Struktur zuschreiben, wenn man an
eine Zerspaltung der Welt in einen absoluten Raum und eine
absolute Zeit in dem Sinne glaubt, daB es eine objektive Bedeu-
tung habe, von zwei getrennten, raumzeitlich eng begrenzten
Ereignissen zu sagen, sie geschihen am gleichen Ort (zu verschiede-
nen Zeiten) oder zur gleichen Zeit (an verschiedenen Orten). Alle
gleichzeitigen Weltpunkte bilden eine dreidimensionale Schicht,
alle gleichortigen Weltpunkte eine eindimensionale Faser. Die
Struktur der Welt geméB dieser Ansicht 148t sich also dahin be-
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schreiben, daB sie eine Faserung und eine quer zu den Fasern
verlaufende Schichtung besitzt (durch jeden Weltpunkt lduft eine
Faser und eine Schicht; je eine Faser und eine Schicht schneiden
sich in einem einzigen Weltpunkt). Streichen wir um der graphi-
schen Darstellung willen eine Raumdimension, befassen uns also
nur mit den Vorgéingen auf einer Fldche, speziell einer Ebene,
repréisentieren diese durch eine horizontale Ebene E und tragen
senkrecht zu ihr die Zeit ¢ auf, so konnen wir in unserm Anschau-
ungsraum ein Abbild der Welt entwerfen, in welchem die Schich-
ten gleichzeitiger Weltpunkte als lauter horizontale Ebenen er-
scheinen, die Fasern gleichortiger Weltpunkte aber durch die
vertikalen Geraden dargestellt werden.

Man schreibt ferner Zeit und Raum eine Mapfstruktur zu,
nimmt nidmlich an, daB die Gleichheit von Zeitstrecken, die
Kongruenz rdumlicher Figuren einen objektiven Sinn habe.
Durch die Aussagen der euklidischen Geometrie wird die raum-
liche MaBstruktur genauer beschrieben. Entsprechen in unserm
graphischen Abbild gleichlangen Zeitstrecken gleichlange Stiicke
der vertikalen Zeitachse, so wird in ihm die Bewegung eines mit
gleichférmiger Geschwindigkeit in gerader Linie dahinfliegenden
Korpers, sein graphischer Fahrplan durch eine schrige Gerade
dargestellt; auf dieser ,, Weltlinie* liegen alle und nur diejenigen
Raumzeitstellen, in denen der Korper im Laufe seiner Geschichte
gegenwirtig ist. Die Weltlinien ruhender Korper sind vertikale
Gerade. Zwei Korper treffen sich, wenn ihre Weltlinien sich in
einem Raumzeitpunkte schneiden.

Die Scheidung der Struktur von dem zugrunde liegenden
amorphen Kontinuum, die Erkenntnis, daB der Raum an sich nur
das Medium der ,,Beriihrung® ist, dokumentiert sich bereits in
der Aristotelischen Auffassung vom Raume. Lobatschefsky sagt
(Urk. z. Gesch. d. Nicht-Eukl. Geom., hg. v. Engel und Stdckel, 1,
S. 83): ,,Die Berithrung bildet das unterscheidende Merkmal der
Korper, und ihr verdanken sie den Namen: geometrische Korper,
sobald wir an ihnen diese Eigenschaft festhalten, wiahrend wir
alle anderen, mdgen sie nun wesentlich sein oder zufillig, nicht in
Betracht ziehen*‘. Hier wird dieser Gedanke freilich nur fiir den
Raum, nicht fiir Raum-Zeit ausgesprochen. — Welches nun auch
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der innere Grund fiir die Struktur des Weltmediums sein mag —
alle Naturgesetze zeigen, daB} sie von einschneidendster Wirkung
auf den Gang der physischen Geschehnisse ist: sie gibt sich kund
im Verhalten der starren Korper und der Uhren, in der gerad-
linig-gleichférmigen Bewegung eines keiner Einwirkung unter-
liegenden Massenpunktes, in der (beim Visieren benutzten)
Geradlinigkeit des Lichtstrahles im leeren Raum, in der in kon-
zentrischen Kugeln oder Kreisen sich vollziechenden Ausbreitung
einer Licht-, Schall- oder Wasserwelle, usw. Es ist die Aufgabe,
sie aus diesen ihren physischen Wirkungen zu erkennen; wie kann
ich, muf} gefragt werden, Gleichortigkeit oder Gleichzeitigkeit von
Ereignissen, Gleichheit von Zeitstrecken und Kongruenz rium-
licher Gebiete objektiv feststellen?

Was die erste Frage betrifft, so ist von jeher dem Dogma des
absoluten Raumes die Lehre von der Relativitit der Bewegung
entgegengestellt worden. Aristoteles bezeichnet ,,Ort (vdmog) als
Beziehung eines Korpers zu den Korpern seiner Umgebung.
Descartes definiert (Princ. IT) Bewegung als ,,Uberfithrung eines
Teiles der Materie oder eines Korpers aus der Nachbarschaft
derjenigen Korper, welche ihn unmittelbar beriihren und als
ruhend betrachtet werden, in die Nachbarschaft anderer Korper*.
Eindringlich bespricht Locke (On human understanding, 2. Buch,
13. Kap., §§ 7—10) die Relativitit des Ortes. Galilei schildert sie
hiibsch an dem Beispiel des Schreibers, der an Bord eines fahren-
den Schiffes seine Aufzeichnungen macht und der darum ,,in
Wahrheit™, d. h. relativ zur Erde mit seiner Schreibefeder eine
lange leicht gewellte glatte Linie von Venedig bis Alexandrette
zieht (Opere, ed. Alberi, 184711, I, S. 190). Mit aller Grundlich-
keit, auch in logisch-erkenntnistheoretischer Hinsicht, verteidigt
Leibniz die Relativitit der Raumstelle in den Streitschriften gegen
Clarke (und Newton). Hier (Hauptschriften, herausgeg. v. Cassirer
1, S. 182) wird sie gliicklich illustriert durch das Analogon der
Stellen in einem genealogischen Stammbaum.

Wichtig ist auch die Argumentation in Leibnizens drittem Schreiben,
Art. 5 (ibid., I, S. 135): ,,Folglich 148t sich, unter der Voraussetzung,
daB der Raum etwas an sich selbst, daB er also mehr als die bloe Ord-
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nung der Korper untereinander ist, unmoglich ein Grund dafir an-
geben, weshalb Gott die Korper — die Beibehaltung ihrer Abstidnde
und gegenseitigen Lagebeziehungen vorausgesetzt — gerade an diese
bestimmte Raumstelle und nicht an eine andere gesetzt hat; warum
etwa nicht alles durch einen Umtausch von Osten und Westen umge-
kehrt angeordnet worden ist. Ist aber der Raum nichts anderes als diese
Ordnung und Beziehung selbst und ist er ohne die Korper gar nichts
als die Moglichkeit, ihnen eine bestimmte Stellung zu geben, so sind
eben diese beiden Zustinde, der urspriingliche und seine Umkehrung, in
nichts voneinander verschieden: ihr scheinbarer Unterschied ist nur
eine Folge unserer schimirischen Voraussetzung von der Realitidt des
Raumes an sich selbst. In Wahrheit aber wire der eine genau dasselbe
wie der andere, da sie durchaus ununterscheidbar sind und somit die
Frage, warum der eine Zustand vor dem anderen vorgezogen wurde,
ganz unstatthaft ist*“Y). Newron, der Absolutist, betrachtet im Gegenteil
die Bewegung als einen Beweis fiir die Schopfung der Welt aus der freien
Willkiir Gottes; denn sonst sei es unerfindlich, warum die Materie sich
gerade in dieser statt in irgendeiner anderen Richtung bewege (Vorrede
zur 2. Ausgabe der Principia von Cofes, und Principia, S. 529). Leibnizen
verbietet seine Theologie, Gott solche ,,ohne zureichenden Grund“
erfolgende Entscheidungen aufzubiirden.

Der Bezugskorper, auf den wir uns im tidglichen Leben mit
gutem Grund fast immer stiitzen, wenn von Ruhe und Bewegung
geredet wird, ist die ,,feste, wohlgegriindete Erde‘‘?). Praktisch ist

1y Man vergleiche dazu die am SchluB von § 14 des mathematischen Teils
zitierte Auflerung von Kant iiber rechts und links. Man hat Kant so ausgelegt:
Wenn Gottes erste Schépfertat eine linke Hand hinbildete, so besa8 diese
Hand schon damals, als sie mit nichts verglichen werden konnte, jene nur
anschaulich, nicht begrifflich zu fassende Bestimmtheit der Linken (im
Gegensatz zur Rechten). Dies ist falsch, wie Leibniz betont, wenn damit
gesagt sein soll, daf etwas Anderes vor sich gegangen wire, wenn Gott statt
der ,.linken‘ zuerst eine ,,rechte* Hand erschaffen hitte. Man muf3 den
ProzeB3 der Weltentstehung weiter verfolgen, ehe ein Unterschied auftreten
kann: wirde Gott, statt zuerst eine linke und dann eine rechte Hand zu
machen, erst eine rechte und dann abermals eine rechte geformt haben, so
hitte er den Weltenplan nicht im ersten, sondern im zweiten Akt gedndert,
durch den er statt einer zur ersterschaffenen Hand ungleichsinnigen eine zu
ihr gleichsinnige hervorbrachte.

2),,... Auf der wohlgegriindeten dauernden Erde, ... Zitat aus Goethes
Gedicht ,,Grenzen der Menschheit*‘.
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diese Wahl bei weitem die zweckmiBigste, sie drangt sich als selbst-
verstandlich auf. Nur die nicht an den Sinnenschein sich bindende,
frei im Raume konstruierende Phantasie konnte sich davon los-
machen. So entwarf schon Anaxagoras den Schattenkegel der Erde
im Weltraum und schloB3 aus den Verfinsterungen und den Phasen
auf die richtige rdumliche Anordnung von Erde, Sonne, Mond und
Fixsternen; im ,,Gesicht des Mondes* erkennt er die Schatten-
wirkung seiner Berge. Durch dieselbe Methode gelangten die
Pythagoreer zu der Hypothese der Erdbewegung. Und aus dem
bewuBten Gegensatz zu diesem pythagoreisch-platonischen Geist
der apriorisch-mathematischen Konstruktion entspringt des Ari-
stoteles’ Riickkehr zum geozentrischen System. Zugleich aber
spricht daraus, dall man der Erde, der Wohnstétte des Menschen-
geschlechts, ein absolutes Vorzugsrecht gegeniiber allen andern
Bezugskorpern einrdumt, eine bestimmte religiose Einstellung zum
All. Es ist der Versuch, die idealistische Position, gemif3 welcher
Ich das absolute Zentrum der mir offenbaren Welt bin, in der
objektiv-realen Sphire, wo sie durch die vom Ich geforderte An-
erkennung des Du ihre Grenze findet, dennoch kosmo-theo-logisch,
unter Erweiterung des Ich zur Menschheit, aufrechtzuerhalten.
Nur darum wurde das Buch des Kopernikus zur Weltanschauungs-
wende, und in dieser Richtung zog Bruno begeistert und stiirmisch
die Konsequenzen. Die erschiitternde Erlosungstat des Gottes-
sohnes, Kreuzigung und Auferstehung, nicht mehr einmaliger
Angelpunkt der Weltgeschichte, sondern ein rasch absolviertes
Gastspiel in einem kleinen Nest, sich wiederholend von Stern zu
Stern — in dieser Blasphemie zeigt sich vielleicht am pragnantesten
das Religids-bedenkliche einer Lehre, welche die Erde aus dem
Mittelpunkt der Welt verdringt. ,,In dem bei Kepler, Galilei und
Descartes gleichmiBig auftretenden Satze, es sei toricht zu denken,
daB in dem Menschen das Ziel des Universums liege*, sagt Dilthey
(Der entwicklungsgeschichtliche Pantheismus, Ges. Schriften,
Bd. I, 3. Aufl. 1923, S. 353), ,,vollzieht sich eine vollstindige Um-
wandlung der Interpretation der Welt. Indem diese Denker zu einer
immanenten Teleologie hingedringt wurden, deren Ausdruck die
Harmonie und Schoénheit des Universums ist, dndert sich der
Charakter der bisherigen christlichen Religiositdt”. Und Goethe in
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der Geschichte der Farbenlehre (3. Abteilung, 2. Zwischenbe-
trachtung): ,,Vielleicht ist noch nie eine groBere Forderung an die
Menschheit geschehen: denn was ging nicht alles durch diese An-
erkennung in Rauch auf: ein zweites Paradies, eine Welt der Un-
schuld, Dichtkunst und Frommigkeit, das Zeugnis der Sinne, die
Uberzeugung eines poetisch-religidsen Glaubens; kein Wunder,
daB man dies alles nicht wollte fahren lassen, dal man sich auf alle
Weise einer solchen Lehre entgegensetzte, die Denjenigen, der sie
annahm, zu einer bisher unbekannten, ja ungeahnten Denkfreiheit
und GroBheit der Gesinnungen berechtigte und aufforderte.*

Vom Standpunkt der Relativitit der Bewegung kann man tiber
die Wahrheir oder Falschheit des Kopernikanischen Systems nicht
streiten. Die Gesetze der Planetenbewegung werden nur viel ein-
Jfacher, wenn man die Bewegung relativ zur Sonne statt relativ zur
Erde konstruiert.

Newton legt seinem Aufbau der Mechanik in den Principia die Ideen
der absoluten Zeit, des absoluten Raumes und der absoluten Bewegung
zugrunde. ,,Die absolute, wahre und mathematische Zeit verfliet an
sich und vermoge ihrer Natur gleichférmig, und ohne Beziehung auf
irgendeinen duBleren Gegenstand.* ,,Der absolute Raum bleibt, vermoge
seiner Natur und ohne Beziehung auf einen dulleren Gegenstand, stets
gleich und unbeweglich.* ,,Die absolute Bewegung ist die Ubertragung
des Korpers von einem absoluten Orte (Teil des Raumes, welchen der
Korper einnimmt) nach einem andern absoluten Ort.“ (Principia,
S. 6—12.) Wihrend nicht zu leugnen ist, daB es kinematisch keinen fa3-
baren Unterschied zwischen den verschiedenen moglichen Bewegungs-
zustdnden eines Korpers gibt, bemiiht sich Newron, auf Grund solcher
Erscheinungen wie der Zentrifugalkrifte die Ruhe dynamisch unter den
moglichen Bewegungszustinden auszuzeichnen. ,,Die Ursachen, durch
welche wahre und relative Bewegungen verschieden sind, sind die Krifte,
welche zur Erzeugung der Bewegung auf die Korper eingewirkt haben.*
,,Die wahren Bewegungen der einzelnen Korper zu erkennen und von
den scheinbaren scharf zu unterscheiden, ist iibrigens sehr schwer, weil
die Teile jenes unbeweglichen Raumes, in denen die Korper sich wahr-
haft bewegen, nicht sinnlich erkannt werden konnen. Die Sache ist
jedoch nicht gidnzlich hoffnungslos. Es ergeben sich ndmlich die erfor-
derlichen Hilfsmittel teils aus den scheinbaren Bewegungen, welche
die Unterschiede der wahren sind, teils aus den Kriften, welche den
wahren Bewegungen als wirkende Ursachen zugrunde liegen. Werden
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z. B. zwei Kugeln in gegebener gegenseitiger Entfernung mittels eines
Fadens verbunden und so um den gemeinschaftlichen Schwerpunkt
gedreht, so erkennt man aus der Spannung des Fadens das Streben der
Kugeln, sich von der Achse der Bewegung zu entfernen, und kann daraus
die GroBe der kreisférmigen Bewegung berechnen ... Auf die wahren
Bewegungen aus ihren Ursachen, Wirkungen und scheinbaren Unter-
schieden zu schlieBen, und umgekehrt, aus den wahren oder schein-
baren Bewegungen die Ursachen und Wirkungen abzuleiten, wird im
folgenden ausfiihrlicher gelehrt werden. Zu diesem Ende habe ich diese
Abhandlung verfafit.

Der Glaube an den absoluten Raum ist bei Newton theologisch
imprégniert. So heiBt es in seiner Optik (Ed. sec., London 1719, S. 373,
oder Ed. Whittaker, S. 370) von Gott, daB er ,,im unendlichen Raume,
gleichsam seinem Empfindungsorgan, alle Dinge in ihrem Innersten
durchschaut und sie in unmittelbarer Gegenwart vollig begreift. Er
fuBt hier auf der Theologie Henry Mores. More gilt der Raum als der
erste und giiltige Zeuge fiir die Wahrheit und Notwendigkeit ,,immateri-
eller Naturen®, in seinen Eigenschaften findet er die Merkmale der
gottlichen Substanz wieder, der Raum ist das Bindeglied zwischen ihr
und den individuellen Dingen. Die einmalige Natur der Weltstruktur,
daB sie n@mlich in einer Faserung besteht, legt Newrson so durch eine
metaphysisch-apriorische Idee fest; aber der Verlauf der Faserung in der
wirklichen Welt ist aus ihrer Wirkung auf die beobachtbaren realen Er-
scheinungen zu ermitteln: das ist sein naturwissenschaftliches Programm.
Ubrigens bewiltigt Newton die Aufgabe nicht vollstindig: er kann
dynamisch lediglich die gleichférmige Translation, die reine Trigheits-
bewegung eines Korpers, auf den keine Krifte wirken, von den iibrigen
Bewegungszustinden unterscheiden, unter den Translationen aber
gelingt es ihm nicht, die Ruhe auszusondern. Dies kann nicht gelingen
wegen der Giiltigkeit des sog. speziellen Relativitiitsprinzips, dem die
Gesetze der Newtonschen Mechanik geniigen und das heute fiir alle
Naturerscheinungen durch eine ganze Reihe subtilster Experimente
belegt werden kann: In der Kajiite eines mit gleichformiger Geschwin-
digkeit in gerader Linie dahinfahrenden Schiffes spielen sich alle Vor-
ginge genau so ab, wie wenn das Schiff ruhte; mit ¢inem Naturvorgang
ist immer auch derjenige moglich, der aus ihm hervorgeht, wenn man
allen daran beteiligten Korpern eine gemeinsame gleichférmige Trans-
lation aufprigt. Das Prinzip wird von Galilei im Dialogo (Opere I,
S. 206/207) klar und anschaulich entwickelt. Newfon hilft sich hier
durch eine in der Erfahrung nicht zu verankernde Hypothese und einen
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dialektischen Kniff, die sich inmitten des herrlich strengen induktiven
Aufbaus seines Weltsystems im III. Buch der Principia gar sonderbar
ausnehmen. Die Hypothese besagt, daB das Weltall ein Zentrum habe
und das Zentrum sich in Ruhe befinde. Der gemeinsame Schwerpunkt
des Sonnensystems bewegt sich, so wird weiter richtig aus den mechani-
schen Gesetzen geschlossen, wie der eines jeden dufleren Einwirkungen
entzogenen Korpersystems, gleichformig in gerader Linie. Und nun
heiBit es (Principia, S.408): ,,Ginge er stets vorwirts, so wiirde das
Zentrum der Welt sich nicht in Ruhe befinden, ohne daf3 die Identifi-
zierung des Schwerpunktes des Planetensystems mit dem angenom-
menen ruhenden Weltzentrum irgend begriindet wiirde (es sei denn
dadurch, daB als ruhender Mittelpunkt jedenfalls nur ein solcher aus den
materiellen Vorgidngen konstruierbarer Punkt in Frage kommt, der
nach den Gesetzen der Mechanik sich in gleichférmiger Translation
befindet).

Die Erfahrungen, welche die dynamische Ungleichwertigkeit
verschiedener Bewegungszustidnde erweisen, belehren uns dartiiber,
daB die Welt eine Struktur tragt. Aber durch den Begriff des abso-
luten Raumes ist diese Trdgheitsstruktur offenbar nicht richtig er-
faBt, der Schritt verliuft nicht zwischen Ruhe und Bewegung,
sondern zwischen gleichférmiger Translation und beschleunigter Be-
wegung. Im Hinblick auf die oben geschilderte graphische Dar-
stellung kOnnen wir sagen: es steht in der Welt genau so wie im
Raum: die Geraden sind unter allen Linien objektiv ausgezeichnet,
hingegen koOnnen aus der Schar aller Geraden die ,,vertikalen®
nur durch Konvention, die sich auf individuelle Aufweisung stiitzt,
herausgehoben werden.

Wie steht es mit der Schichtung, dem Begriffe der Gleichzeitig-
keit ? Der Glaube an ihre objektive Bedeutung beruht urspriinglich
zweifellos darauf, dal jedermann mit voller Selbstverstindlichkeit
die Dinge, die er sieht, in den Zeitpunkt ihrer Wahrnehmung setzt.
So dehne ich meine Zeit iiber die ganze Welt aus, die in meinen
Gesichtskreis riickt. Wenn nun auch dieser naiven Ansicht durch
die Entdeckung der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Lichtes der Boden entzogen wurde, so blieben doch noch (auBer
der Konservativitit eines einmal gefaBBten Vorurteils) einige Griinde
bestehen, an jenem Glauben festzuhalten. In unserer graphischen
D arstellung scheidet die durch einen Weltpunkt O laufende Hori-
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zontalebene Zukunft und Vergangenheit von O aus. Was heif3t das ?
SchieBe ich von O aus in allen Richtungen, mit allen moglichen
Geschwindigkeiten Kugeln ab, so erreichen sie nur Weltpunkte,
die spiter als O sind ; in die Vergangenheit kann ich nicht schieBen.
Ebenso ist ein in O stattfindendes Ereignis nur auf das, was in
spiateren Weltpunkten geschieht, von EinfluB, wihrend an der
Vergangenheit ,,nichts mehr zu dndern ist*“. Die Schichtung hat
also einen kausalen Sinn, sie fixiert den Wirkungszusammenhang
der Welt. Dies hat Leibniz erkannt, der in den ,,Initia rerum Mathe-
maticarum metaphysica‘ (Math. Schr. VII, S. 18) erklirt: ,,Wenn
von zwei Elementen, die nicht zugleich sind, das eine den Grund
des anderen einschlief3t, so wird jenes als vorangehend, dieses als
folgend angesehen.”“ Eine einfache Methode momentaner Zeit-
iibertragung von einem Ort 4 zu einem andern B besteht darin,
daB3 man einer von 4 nach B reichenden starren Stange in A einen
Ruck erteilt; der in B beobachtete Ruck ist gleichzeitig mit dem
in A erzeugten.

Aber hinsichtlich der Kausalstruktur der Welt hat die moderne
Entwicklung zu einer wesentlichen Korrektur gefiihrt. In der gra-
phischen Darstellung bilden diejenigen Weltpunkte, in welchen ein
in O gegebenes und allseitig mit gleicher Geschwindigkeit ¢ sich
ausbreitendes Lichtsignal eintrifft, den Mantel eines geraden Kreis-
kegels mit Spitze in O, dessen Offnungswinkel 90° betrigt, wenn
wir auf der #-Achse die eine Zeitsekunde darstellende Strecke ebenso
lang machen wie die Raumstrecke, welche in der Horizontalebene
E den vom Licht wéahrend einer Sekunde zuriickgelegten Weg dar-
stellt. Es hat sich zwingend ergeben ( Einsteins spezielle Relativitdits-
theorie), daB nicht die durch O laufende Horizontalebene, sondern
dieser nach riickwirts zu verlingernde Mantel des ,,Lichtkegels
die Scheidung der Welt in Vergangenheit und Zukunft besorgt: Keine
Wirkung kann sich mit groBerer als Lichtgeschwindigkeit fort-
pflanzen (auch nicht der einer starren Stange zum Zweck der Zeit-
iibertragung erteilte Ruck); die Geschwindigkeit jedes Korpers
bleibt notwendig unterhalb c. Das ist eine unausweichliche Konse-
quenz des speziellen Relativitdtsprinzips und der ,,Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit, worunter die Tatsache zu verstehen ist, daf3
der von O ausgehende Lichtkegel unabhingig ist von dem Zustand,
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insbesondere dem Bewegungszustand der das Signal in O aus-
sendenden Lichtquelle, also allein durch O bestimmt ist. — Befinde
ich mich in O, so teilt O meine Lebenslinie, die Weltlinie meines
Leibes, in zwei Stiicke, Ver-

gangenheit und Zukunft; dar- ~— aktive Zukunft K
an ist nichts gedndert. Was ] Lf
aber mein Verhiltnis zur Welt %ﬁ

betrifft, so liegen in dem vor- 2

deren Kegel alle diejenigen _== passive Vergangenheit ==
Weltpunkte, auf welche mein Fig. 2. Kausalstruktur. Lichtkegel &,
Tun und Lassen in O von Ein-  Lebenslinie L.

fluB ist, auBerhalb desselben

alle die Ereignisse, die abgeschlossen hinter mir liegen, an
denen jetzt nichts mehr zu dndern ist: der vordere Kegel ist meine
aktive Zukunft. Hingegen sind im Innern des hinteren Kegels alle
diejenigen Ereignisse lokalisiert, die ich entweder leibhaftig mit-
erlebt (mitangesehen) habe oder von denen mir irgendeine Kunde
gekommen sein kann, nur diese Ereignisse haben moglicherweise
EinfluB auf mich gehabt: es ist das Gebiet meiner passiven Ver-
gangenheit. Beide Gebiete, das der aktiven Zukunft und der pas-
siven Vergangenheit, grenzen nicht zwischenraumlos aneinander,
wie es nach der alten Auffassung der Fall war.

Weiter gilt es, physikalisch zu schildern, wie die Gleichheit von Zeiten
und die Kongruenz materieller Kiorper festgestellt werden. Eine Uhr ist
ein abgeschlossenes materielles System, das einmal genau zu demselben
Zustand Z zuriickkehrt, in dem es sich bereits in einem friiheren Mo-
ment befand. Unter Voraussetzung des Kausalititsprinzips in der Form,
daB der Zustand eines Systems in einem Moment seine ganze Geschichte
eindeutig bestimmt, wird sich dann der gleiche Vorgang, die gleiche
zyklische Zustandsfolge, die von Z zu Z fiihrt, immer wiederholen, und
jede dieser Perioden hat per definitionem die gleiche Zeitdauer. Was
hierdurch gemessen wird, nennt man die Eigenzeit der Uhr, sie ist ohne
weiteres brauchbar fiir alle Ereignisse, die lings der Weltlinie der Uhr
sich zutragen. Helmholtz sagt (Zahlen und Messen, Wissensch. Abhdlg.
II1, S.379): ,,Zeitmessung setzt voraus, daB physische Vorginge ge-
funden seien, die, in unverdndert gleicher Weise und unter gleichen
Bedingungen sich wiederholend, wenn sie in demselben Moment (rich-
tiger wire zu sagen: in unmittelbar benachbarten Raumzeitpunkten)
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begonnen haben, auch wieder gleichzeitig enden, wie z. B. Tage, Pendel-
schldge, Ablauf von Sand- und Wasseruhren. Die Berechtigung fiir die
Annahme der unverdnderten Dauer liegt hierbei nur in dem Umstande,
daf alle verschiedenen Methoden der Zeitmessung, sorgfiltig ausge-
fiihrt, immer wieder iibereinstimmende Resultate liefern. Und was die
empirische Bestimmung raumlicher Kongruenz anlangt, so heilit es an
anderm Ort (Wissensch. Abhdlg. II, S. 648): ,,Physisch gleichwertig
nenne ich RaumgréB8en, in denen unter gleichen Bedingungen und in
gleichen Zeitabschnitten die gleichen physikalischen Vorginge bestehen
und ablaufen konnen. Der unter geeigneten VorsichtsmaBregeln am
hdufigsten zur Bestimmung physisch gleichwertiger RaumgroéBen ge-
brauchte ProzeB ist die Ubertragung starrer Koérper, wie der Zirkel und
MaBstibe, von einem Ort zum anderen.* Es ist eine Tatsache, daB3, wenn
ein und derselbe bestimmte physikalische Vorgang gleicherweise in den
beiden Raumstiicken & und & moglich ist, auch jeder in & sich ab-
spielende Vorgang in ungednderter Art innerhalb &’ ablaufen kann.
Ein Korper wird dadurch als starrer Korper erprobt, dafl er sich immer
wieder als unverdndert in allen seinen Beschaffenheiten erweist, wenn er
unter die gleichen Bedingungen zuriickgebracht wird. Die auf diesen
physikalisch nachpriifbaren Kongruenzbegriff sich stiitzende physische
Geometrie betrachtet Helmholtz als eine Erfahrungswissenschaft, als
,,die erste und vollendetste der Naturwissenschaften“. Von ihr spricht
auch Riemann in seinem Habilitationsvortrag und weist darauf hin, was
fiir die Physik der Zukunft moglicherweise von groBer Bedeutung
werden wird, daB ,,die empirischen Begriffe, in welchen die rdumlichen
MaBbestimmungen gegriindet sind, der Begriff des festen Korpers und
des Lichtstrahls, im Unendlichkleinen ihre Giiltigkeit verlieren®. —
Ubrigens 148t sich zeigen, daB durch die Trigheits- und Kausalstruktur
die MaBstruktur der Welt bereits mit festgelegt ist, daBl es zur Messung
also der Uhren und starren Ko6rper nicht mehr bedarf, sondern man mit
Lichtsignalen und kraftefrei sich bewegenden Massenpunkten sein Aus-
langen findet.

Habe ich ein dreidimensionales Kontinuum irgendwie auf Koordi-
naten x,, X;, X, bezogen, so ist es dadurch auf den dreidimensionalen
Zahlenraum, das Kontinuum der Zahlentripel, abgebildet; den Zahlen-
raum will ich hier, um mich einer dem Leser mehr geldufigen Ausdrucks-
weise bedienen zu konnen, ersetzen durch den mit einem Cartesischen
Koordinatensystem ausgestatteten Anschauungsraum. Man muf3 dann
freilich, um das Verfahren auf die vierdimensionale Welt anzuwenden,
in Gedanken eine Dimension streichen. Ein zweidimensionales Beispiel
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sind die ebenen geographischen Karten. Unter Zugrundelegung der
Merkatorkarte konstatiere ich z. B. ,daB San Franzisko, die Siidspitze
von Gronland und das Nordkap in gerader Linie liegen ; werde mich aber
dann nicht wundern, daf3 auf einer orthographischen Projektion, welche
die ndrdliche Halbkugel der Erde darstellt, dies keineswegs der Fall ist.
Ebenso dient eine bestimmte Abbildung der Welt als Grundlage fiir die
Verwendung der iiblichen geometrisch-kinematischen Termini, wobei
der x,-Achse die Bedeutung der Zeitachse zugeschrieben werde. (Von
einem Korper, dessen Weltlinie im Bilde als eine vertikale Gerade er-
scheint, d. h. als eine Linie, auf welcher von den vier Koordinaten x,,
X1, Xg, X3 NUT X, sich dndert, werden wir also z. B. sagen, daB er ruhe.)
Objektive Bedeutung haben nur solche Beziehungen, welche unab-
hingig von der gewihlten Abbildung bei beliebiger Deformation des
Bildes bestehen bleiben; eine solche Beziehung ist z. B. das Sich-schnei-
den zweier Weltlinien. Soll eine spezielle Abbildung oder eine spezielle
Klasse von Abbildungen gekennzeichnet werden, so muB dies physika-
lisch auf Grund der wirklichen Vorginge und der Struktur geschehen:
so verlangt es das ,,allgemeine Relativititspostulat‘‘. Nach der ,,speziellen
Relativititstheorie‘ 14Bt sich insbesondere eine solche ,,Karte der Welt
entwerfen, in welcher 1. die Weltlinie jedes kriftefrei sich bewegenden
Massenpunktes als Gerade erscheint, und 2. der von einem beliebigen
Weltpunkt ausstrahlende Lichtkegel durch einen vertikalen geraden
Kreiskegel vom Offnungswinkel 90° dargestellt wird. Dieser Theorie
nach hat also die Trigheits- und Kausalitits-, damit aber auch die
MaB-Struktur den Charakter des Starren, ein fiir allemal absolut Fest-
gelegten. Unter jenen ,,normalen Abbildungen‘, welche den eben ge-
nannten Bedingungen geniigen, 14Bt sich objektiv, ohne individuelle
Aufweisung, keine engere Auswahl treffen.

Die Diskrepanz zwischen der kinematischen und dynamischen
Analyse der Bewegung verlangt nach einer Auflosung. Huyghens
hat sich, wie wir aus seinen Briefen wissen, bemiiht, auch in der
Dynamik den Standpunkt der Gleichwertigkeit aller Bewegungs-
zustdnde durchzufiihren; in seinen nachgelassenen Papieren ist ein
dahingehender Versuch aufbewahrt worden (abgedruckt: Jahres-
ber. der Deutschen Math.-Vereinig. 29, 1920, S. 136). In unsern
Tagen hat Mack in seiner Mechanik (7. Aufl. 1912) das gleiche
unternommen ; er mochte in der Abplattung der Erde eine Wirkung
ihrer Rotation relativ zu den Fixsternen sehen, die Fixsterne sollen
die Ebene des Foucaultschen Pendels halten und mitfithren. Leibniz
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hingegen, wie bestimmt er sich auch gegen Newrons Metaphysik
des Raumes wehrt, daran festhaltend, daBB der Raum nicht mehr
ist als ,,die bloBe Ordnung der KoOrper untereinander®, stimmt
doch Newtons mechanischem Programm, die wahre Bewegung von
der scheinbaren durch dynamische Kriterien zu unterscheiden,
offenbar zu (vgl. Brief an Huyghens vom 12./22. Juni 1694, Math.
Schr.1I, S. 184, und die Erklidrung in den In. rerum Math. metaph.,
Math. VII, S.20: ,,Wir sagen, daB3 ein Objekt sich bewegt, wenn
es seine Lage dndert und zugleich der Grund fiir diese Verdnderung
inihm selbst gelegenist**). Euler (Theoria motus 1765, insbesondere
§ 81) ist ebenfalls der Meinung, daB3 man das Prinzip der Relativitét
der Bewegung, wie einleuchtend es der Vernunft sei, notgedrungen
den dynamischen Erfahrungen zum Opfer bringen miisse. Aus
Kants Darlegungen in den ,,Metaphysischen Anfangsgriinden®
kann man zur Not eine richtige Formulierung des Problems
herauslesen, sie enthalten aber keinerlei Aufkldrung.

Ubrigens hingt gemiB dem allgemeinen Relativitdtspostulat
der Begriff der relativen Bewegung mehrerer Korper gegeneinander,
solange wir uns auf keine Weltstruktur stiitzen konnen, ebenso in
der Luft wie der der absoluten Bewegung eines einzigen. Denn
denkt man sich die vierdimensionale Welt als eine Plastelinmasse,
die von einzelnen sich nicht schneidenden, aber sonst ganz un-
regelmiBig verlaufenden Fasern, den Weltlinien der Materieteil-
chen durchzogen ist, so kann man das Plastelin stetig so defor-
mieren, daB3 nicht nur eine, sondern alle Fasern vertikale Gerade
werden. Darum ist eine Losung des Problems, die in konsequenter
Verfolgung der Huyghens-Machschen Tendenzen eine Weltstruktur
iiberhaupt ausschalten will, unmoglich. Suchen wir daher not-
gedrungen die Ursache fiir die dynamische Ungleichwertigkeit der
Bewegungen in der Trigheitsstruktur der Welt, so erkennen wir
klar, worin das Unbefriedigende der besprochenen Situation liegt:
darin, daB etwas, was so michtige Wirkungen tut wie die Trégheit
— wenn sie z. B. bei einem Zugzusammenstof im Kampf mit den
Molekularkriften der beiden aufeinander fahrenden Ziige die
Wagen zerreiBt —, selber nur eine starre, ein fiir allemal feste
geometrische Beschaffenheit der Welt sein soll. Den dynamischen
Charakter der Triagheit als einer den ablenkenden Kriften Wider-
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stand entgegensetzenden Tendenz hat Leibniz (gegen Descartes)
energisch betont, u. a. an de Volder (Philos. Schr., ed. Gerh., II,
S. 170): ,,Aber es ist nicht dasselbe, ob etwas nur seinen Zustand
beibehilt, bis etwas eintritt, was ihn verdndert — ein Fall, der
auch dann vorkommt, wenn das Subjekt gegen beide Zustinde
ganz indifferent ist — oder aber, ob es, was weit mehr bedeutet,
nicht indifferent ist, sondern eine Kraft und gleichsam eine Nei-
gung hat, seinen Zustand beizubehalten und so der verindernden
Ursache Widerstand zu leisten. Die Losung ist demnach gegeben,
sobald man sich entschlieBt, die Trdgheitsstruktur als etwas Reales
anzuerkennen, das Wirkungen auf die Materie nicht nur iibt, sondern
auch von ihr erleidet. Das ist der Schritt, den fiir die MaBstruktur
des Raumes bereits Riemann tat; und in der Tat ist die Trigheits-
mit der MaB-Struktur so eng verkniipft (legen doch die MaB-
verhiltnisse des Raums die geraden Linien fest), daB man not-
wendig das Mafifeld als verdnderungsfihig ansetzen muB3, wenn
man das Trédgheitsfeld aus seiner geometrischen Starre erlost.
Einstein fand, unabhingig von Riemann, diesen Gedanken
wieder und ergidnzte ihn durch eine wichtige Erkenntnis, welche
ihn erst physikalisch fruchtbar machte: aus der Gleichheit von
schwerer und trdger Masse, die vor ihm nur als ein ritselhaftes
Faktum konstatiert aber nicht verstanden war, leitete er ab, daB
die Gravitation in dem Dualismus von Trigheit und Kraft auf die
Seite der Tragheit, nicht der Kraft gehort. In den Erscheinungen
der Gravitation gibt sich also des Trdgheits- oder, wie ich lieber sage,
des Fiihrungs-Feldes Verdnderungsfihigkeit und Abhdngigkeit von
der Materie kund. Die Zerspaltung des einheitlichen Fiihrungs-
feldes in einen homogenen, dem Galileischen Gesetz geniigenden
Bestandteil und eine viel schwichere Abweichung davon,Gravi-
tation genannt, die sich um die einzelnen Sterne herumlegt, ist
nicht absolut, sondern nur relativ zu einem bestimmten Koordi-
natensystem moglich. Aus dieser Auffassung ergaben sich zwin-
gend die an die Stelle des Newtonschen Attraktionsgesetzes tre-
tenden Gesetze, nach denen die Materie auf das Trigheitsfeld
einwirkt. Diese Folgerungen haben sich in der Erfahrung bestitigt.
Das Fiihrungsfeld wird durch die Materie (schwach) erregt, wie eine
Seefliche von den Dampfern, welche sie durchfahren; es geht in den
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durch die spezielle Relativitdtstheorie geschilderten unerregten Zustand
iber, wenn alle Materie verschwindet, wie die Seefliche sich zur homo-
genen Ebene glittet, wenn die Schiffe im Hafen sind. Obwohl auch
Einstein mit jenem Machschen Gedanken liebdugelt, ist es doch nach
einer obigen Bemerkung ausgeschlossen, das Fiihrungsfeld oder den
,»Ather* als eine selbstindige Macht aus dem Naturgeschehen auszu-
schalten; nicht die Sterne fithren die Schwingungsebene des Foucault-
schen Pendels, sondern das Zusammengehen beider, des Foucaultschen
Pendels und des Sternenkompasses, den die Richtungen der von den
Sternen her eintreffenden Lichtstrahlen am irdischen Beobachtungsort
bilden, beruht auf der gewaltigen Ubermacht des Athers in seiner
Wechselwirkung mit der Materie. Nur darin irrte die alte, Trigheit und
Gravitation absolut voneinander scheidende Auffassung, daB sie, im
Bilde gesprochen, die tatsdchliche Lage aller Wasserteilchen in dem
durch die Schiffe erregten Seebecken aus einer absolut ausgezeichneten
Ruhelage und einer durch die Schiffe bewirkten Elongation zusammen-
setzen wollte. Das ist falsch; denn kommt das Wasser am Abend, wenn
alle Schiffe im Hafen sind, wieder zur Ruhe, so haben wir wohl den-
selben ,,qualitativen Zustand** wie am Morgen vor dem Ausfahren der
Schiffe: die ungekriuselte ebene Fliche; aber der ,,materielle Zustand*,
der sich dahinter verbirgt, nidmlich der Ort der verschiedenen Wasser-
teilchen, kann sich vollstindig verschoben haben. Dies ist kein Wider-
spruch gegen den Satz vom zureichenden Grunde, welcher einen ein-
deutig bestimmten Gleichgewichtszustand des Seebeckens verlangt.
Denn wenn alle Wasserteilchen gleichartig sind, so sind zwei Zustinde
des Seebeckens Z, Z’, die dadurch auseinander hervorgehen, daB die
Teilchen ihre Orte irgendwie untereinander vertauschen, jeder fiir sich
betrachtet, durch nichts unterschieden. Nur nachdem man ,,ein Koordi-
natensystem zugrunde gelegt*, d. h. hier die Teilchen mit Nummern ver-
sehen hat, welche kiinstliche Unterschiede unter ihnen einfiihren und
wihrend der Bewegung an ihnen haften bleiben, kann man von den
beiden materiellen Zustdnden Z, Z” als solchen sprechen (vgl. Anhang B).
In Wahrheit ist aber nicht der einzelne materielle Zustand Z, die Anord-
nung, etwas FafBlbares, sondern nur die Verschiebung des materiellen
Zustandes Z — Z’, die Permutation. Man vergleiche dazu die oben
wiedergegebenen Bemerkungen Leibnizens zur Relativitit des Ortes
(S. 127/128).

Die Gruppe 4, der euklidischen Drehungen (s. § 15) im dreidimen-
sionalen Raum ist nun durch die sogenannte Lorentzgruppe ersetzt
worden. Sie besteht aus allen homogenen linearen Transformationen
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die die indefinite quadratische Form — z,® + z,% 4 2,2 + z32 invariant
lassen. Fiir jede dieser Transformationen sind die absoluten Werte der
Koeffizienten a = ay, und der Determinante d aus den 3 X 3 Koeffi-
zienten a;; (i, k = 1, 2, 3) groBer oder gleich 1. Der Transformation
erteilen wir die zeitliche Signatur + oder —, je nachdem a = 1 oder
a < —1 ist; ebenso bestimmt das Vorzeichen von d die rdumliche
Signatur. Die Lorentztransformationen mit zeitlicher Signatur -+ bilden
eine Untergruppe mit Index 2 der gesamten Gruppe, ebenso die Trans-
formationen mit der rdumlichen Signatur +. Ihr gemeinsamer Teil ist
in jeder von ihnen wiederum als Untergruppe mit Index 2 enthalten. Die
Transformationen mit der zeitlichen Signatur — wechseln zwischen
Vergangenheit und Zukunft, die mit der rdumlichen Signatur — wech-
seln zwischen links und rechts. Die fundamentalsten Erfahrungen unse-
res Lebens scheinen dahin zu gehen, daB 4, auf die Lorentztransforma-
tionen mit der zeitlichen Signatur + (aber unter EinschluBl derer mit
der rdumlichen Signatur —) beschrinkt wird. Die Physik aber hat es fiir
recht schwierig befunden, diese Frage zu entscheiden (s. § 23C). Eine
weitere Signatur, die topologische, wird der Koordinatentransformation
angefiigt, sie ist durch das Vorzeichen ihrer Jacobischen Determinante
bestimmt.

Wir ziehen mit der ,,allgemeinen Relativitidtstheorie* das Fazit
der bisherigen historischen Entwicklung des Strukturproblems von
Raum und Zeit folgendermaBen. Die Welt ist ein vierdimensionaler
Riemannscher Raum, in welchem nach Festlegung einer MaBeinheit
jedem von einem Punkte P mit den Koordinaten x,, x;, x5, X3
ausstrahlenden Linienelemente, das nach dem unendlich benach-
barten Punkte P’ = (x; + dx;) fiihrt, eine MaBzahl

3
ds*= 2 gudx;dx, (gxi=gu)

i,k=0
zukommt, die unabhingig ist vom benutzten willkiirlichen Ko-
ordinatensystem. Die Koeffizienten g;z hdngen von den Koordi-
naten X, X;, X, X3 von P, aber nicht von den dx; ab. Die auf der
rechten Seite stehende metrische Fundamentalform ist aber nicht
positiv-definit, sondern besitzt eine negative Dimension; d. h. sie
148t sich durch Einfiihrung geeigneter Koordinaten im Punkte P
auf die nichts Unbestimmtes enthaltende Normalform
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bringen. Nur zufolge dieses Umstandes scheidet der ,,Lichtkegel
in P, auf welchem die von P ausgehenden Linienelemente liegen,
die ds? zu Null machen, ein Gebiet der aktiven Zukunft von einem
Gebiet der passiven Vergangenheit fiir P. Die Fundamentalform
determiniert in einer leicht ndher zu beschreibenden Weise das
Verhalten der Uhren und Mapstdbe, sie legt den Verlauf der Licht-
kegel in ihrer ganzen Ausdehnung fest und scheidet die Weltlinien
der reinen Trdgheitsbewegung (denen z. B. die Planeten folgen) aus
der Gesamtheit aller moglichen Weltlinien aus. Ihre Koeffizienten,
die stetigen Funktionen gsx (xg, X1, Xo, X3) beschreiben relativ zu
dem gewédhlten Koordinatensystem das MaBfeld oder den ,,Zu-
stand des Athers*, der mit der Materie in Wechselwirkung steht.

Bei der Frage nach der ganzen Ausdehnung der Welt mull man
unterscheiden zwischen den rein topologischen und den Mapver-
hdltnissen. Bruno empfand den Ubergang von dem in die Kristall-
sphére eingeschlossenen, um ein Zentrum kreisenden Aristote-
lischen Weltsystem zu der indifferenten Weite des unendlichen, un-
zentrierten, iiberall von Sternen bevolkerten euklidischen Raumes,
welcher der neueren Naturforschung zugrunde liegt, als eine méch-
tige Befreiung. Dennoch ist der Aristotelische Raum (wenn die
begrenzende Kugelfliche nicht mehr zum Raum gehort) topolo-
gisch gar nicht, sondern nur seinen MaBbeziehungen nach von
dem unendlichen verschieden. Der unendliche euklidische Raum
fithrt zu Ungereimtheiten, wenn man annimmt, daB3 die Massen
im grofBlen gleichformig durch das ganze Weltall verteilt sind und
das Newtonsche Attraktionsgesetz gilt. Die entfernten Massen
wiirden ndmlich dann, obwohl die Gravitationskraft einer kon-
stanten Masse mit dem reziproken Quadrat der Entfernung ab-
nimmt, in der gesamten Gravitationswirkung derart tiberwiegen,
daB die auf einen Stern ausgeiibte Gesamtkraft ganz unbestimmt
wiirde. Es ist aber auch moglich, daBB der Raum endlich und den-
noch unbegrenzt ist; wenn er ndmlich in Analogie zu der ge-
schlossenen zweidimensionalen Kugelfldche eine geschlossene drei-
dimensionale Mannigfaltigkeit wire. Nach einer ansprechenden
Deutung von A. Speiser (Klassische Stiicke der Mathematik,1925,
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S. 53) hat Dante dadurch, daB er die vom Erdmittelpunkt, dem
Sitze des Satanas, ausgehenden Radien nach einem Gegenpol, dem
Quellpunkt der gottlichen Kraft, konvergieren 148t, des Aristoteles
begrenzten Raum (der fiir das durch die Sinne wahrgenommene
Abbild bestehen bleibt) im urbildlichen Sein zum geschlossenen
Raumumgewandelt : des personlichen Gottes Kraft mull von einem
Zentrum ausstrahlen, kann nicht in rdumlich-tiberrdumlicher Er-
gossenheit die Weltkugel umfangen wie des Aristoteles ,,unbeweg-
ter erster Beweger®. (Vgl. Divina Commedia, Paradiso, vom
28. Gesange ab.) In Zusammenhang mit seiner Gravitationstheorie
und dem Versuch, in ihr das Machsche Prinzip zur Durchfiihrung
zu bringen, konstruiert Einstein ein statisches Universum U, mit
einem geschlossenen dreidimensionalen Raum, in dem die Materie
gleichmiBig verteilt ist; die Gesamtmasse aller Sterne determiniert
das Volumen des Gesamtraumes. Er entbehrt natiirlich, im Gegen-
satz zum Danteschen Raum, eines ausgezeichneten Poles und
Gegenpoles, ist vielmehr ebenso homogen wie der euklidische.
U, ergibt sich als mogliche Losung der Gravitationsgesetze, vor-
ausgesetzt, es wird in diese der sogenannte kosmologische Term
einbezogen, der eine universelle Konstante a von der Dimension
einer Entfernung (und der GréBenordnung des ,,Weltradius*‘)
einfiihrt.

Wenn man zwei seiner rdumlichen Dimensionen streicht, kann
man sich U, als vertikale Kreiszylinderfliche mit Radius a und
unendlicher Ausdehnung nach beiden Richtungen vorstellen. Dies
zeigt, daBB U, zwei getrennte ,,Sdume** besitzt, einen in der un-
endlich fernen Vergangenheit und den andern in der unendlich
fernen Zukunft, und in diesem topologischen Sinne erstreckt sich
U, von Ewigkeit zu Ewigkeit. Mit der gleichen Reduktion der
Dimensionen ist die Karte des Universums U, nach der gemein-
samen Auffassung Euklid-Bruno, das heiBt einer leeren Welt,
deren MaBstruktur von der speziellen Relativitidtstheorie beschrie-
ben wird, eine vertikale Ebene und besitzt daher nur einen
zusammenhidngenden Saum. Auf diesen topologischen Unter-
schied zwischen U, und U, (zwei Sdume gegeniiber einem)
laufen letzten Endes die Begriffe geschlossener und offener Raum
hinaus.
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Die Mafverhiltnisse sind nach der Einsteinschen Kosmologie der-
artig, da3 der von einem Weltpunkt ausgehende Lichtkegel sich unend-
lichoft iiberschldgt; von einem Sterne miifite ein Beobachter danach
(wenn die Bilder nicht durch diinne triibende Medien im Weltenraum
und durch Ablenkungen verwaschen werden). unendlichviele Bilder
erblicken, die ihm den Stern in Zustdnden zeigen, zwischen denen jedes-
mal die Zeit verflossen ist, die das Licht braucht, um rund um die Welt-
kugel zu laufen. Die Gegenwart wére durchsetzt von den Gespenstern
des Langstvergangenen. Doch ermdglichen nach de Sitter die Gravita-
tionsgesetze auch eine massenleere, von Ewigkeit zu Ewigkeit sich
erstreckende Welt, in welcher die Selbstiiberdeckung des von einem
Weltpunkt ausgehenden Gebietes der Zukunft nicht stattfindet. Die
systematische Verschiebung der Spektrallinien der entferntesten Him-
melsobjekte, der Spiralnebel, nach der roten Seite des Spektrums, ist im
Sinne eines sich ausdehnenden Universums gedeutet worden, von dem
de Sitters Konstruktion das einfachste Mittel liefert (Weyl, Friedmann,
Lemaitre, H. P. Robertson u. a.). Fiir a erhdlt man so einen Wert von
ungefihr 1027 cm. Ubrigens folgt das Verhalten einer jeden Welt, die
gewissen natiirlichen Homogenitdtsbedingungen im GrofBlen (ob sie leer
ist oder Masse enthilt) geniigt, asymptotisch diesem Modell, wenn der
Weltradius beim Expansionsproze3 wesentlich groBer als a wird. (Ver-
gleiche auch § 23 C.) — Die Forderung, daB von jedem Weltpunkt O aus
zwei (nicht nur in der nédchsten Umgebung von O, sondern in ihrem
ganzen Verlauf) getrennte Weltgebiete der aktiven Zukunft und der
passiven Vergangenheit sich ergeben sollen, macht eine nicht nur rdum-
lich, sondern auch zeitlich geschlossene Welt unmoglich; in ihr wiirde
das objektiv Einmalige nach der von Geschlecht zu Geschlecht sich fort-
pflanzenden Tradition als ,,ewige Wiederkunft* (Nietzsche) desselben
Weltablaufs erscheinen.
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17. Subjekt und Objekt (Die naturwissenschaftliche
Auswirkung der Erkenntnistheorie)

Die Lehre von der Subjektivitiit der Sinnesqualitiiten ist mit dem
Aufbau der Naturwissenschaft eng verkniipft, seit Demokrit den
Grundsatz aufstelite: ,,Nur in der Meinung (véue, 09 @ioet) be-
steht das Siifle, in der Meinung das Bittere, in der Meinung das
Kalte, das Warme, die Farbe®; das wahrhaft Wirkliche aber seien
unverdnderliche Substanzteilchen, Atome, die sich im leeren Raum
bewegen. Auch nach Plato (Theaitetos 156¢) sind jene ,,Eigen-
schaften, hart, warm, und wie siec alle heien, an und fiir sich
nichts*, sondern entstehen durch das Zusammentreffen einer vom
Subjekt und einer vom Objekt ausgehenden ,,Bewegung*. Das
Wirkliche ist reine Aktivitit; nur im ,,Bild*, im BewuBtsein, das
in der Mitte schwebt, ist Leiden. ,,Weil oder rot, bitter oder siiB3,
tonend oder stumm, wohl- oder iibelriechend sind Namen fiir
Wirkungen auf die Sinnesorgane®, sagt Galilei, sie diirfen den
Dingen selber ebensowenig zugeschrieben werden wie der Kitzel
oder Schmerz, welchen die Beriihrung von Gegenstdnden hervor-
rufen kann. Eingehend handelt Descarfes davon in den SchluB-
paragraphen der Principia und im Traité de la Lumiére (die
Theorie der Gesichtswahrnehmung verdankt ihm wichtige Fort-
schritte), ebenso Locke, On human understanding, 2. Buch, 8. Kap.
§§ 13—22. In zweierlei Hinsicht, in philosophischer und in natur-
wissenschaftlicher, muB} die Subjektivitit der Sinnesqualititen be-
hauptet werden. Erstens kann eine solche Qualitdt ihrem Wesen
nach nur im BewubBtsein, in der Empfindung gegeben sein; man
sieht in ihr entweder eine der Empfindung anhaftende Beschaffen-
heit oder, bei feinerer Analyse, nicht ein reelles Moment an der
Empfindung selbst, sondern eine dem intentionalen Objekt, das sich
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im BewubBtseinsakt ,,hinbildet”, zugehodrige Entitdt. Aber es ist
schlechterdings unverstidndlich, wie die Qualitdt, losgelost vom
BewuBtsein, einem Ding an sich als Eigenschaft an sich beigelegt
werden kann. Dies ist liberhaupt der Grundgedanke des erkenntnis-
theoretischen Idealismus. Zweitens hidngen die Qualitdten, mit
denen sich fiir mich die Dinge der AuBBenwelt bekleiden, auBBer von
ihnen selber ganz wesentlich ab erstens vor den néheren physischen
Umstinden, insbesondere im Falle der Farbe von Beleuchtung und
von der Beschaffenheit des zwischen dem Gegenstand und meinem
Auge befindlichen Mediums, und zweitens von mur, von meiner
psychophysischen Organisation. Auch mein Sehorgan ergreift die
Gegenstinde nicht an ihrem Ort; sondern was ich sehe, ist allein
bestimmt durch den Zustand des optischen Feldes an der Be-
riihrungsstelle mit meinem Sinnesleib (der Retina). Das sind natur-
wissenschaftliche Tatsachen, die auch der Realist zugeben mu8.
Wie anders wiirde uns die Welt visuell erscheinen, wenn unser
Auge fiir andere Wellenldngen empfindlich wire oder wenn die
physiologischen Prozesse auf der Retina das unendlichdimensionale
Reich der physikalisch verschiedenen zusammengesetzten Farben
nicht in eine blofl 2-dimensionale, sondern eine 3- cder 4-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit verwandelten!

Im Gegensatz zu den ,,sekunddren‘ werden die primdren, die raum-
zeitlichen Eigenschaften der Korper, Grofe, Gestalt und Bewegung, von
Demokrit, von Descartes, von Locke fiir objektiv erklért. ,,Die Ideen der
primiren Eigenschaften, heiBit es a.a.O. bei Locke, ,,sind Ebenbilder,
die der sekunddren nicht. Wahrend man nach Descartes zwischen
realem Vorgang und Wahrnehmung (Schallwellen und Ton) so wenig
eine Ahnlichkeit fordern darf wie zwischen einer Sache und dem sie
bezeichnenden Wort, hélt er daran fest, daf3 die auf den Raum beziig-
lichen Ideen objektive Geltung haben, weil wir sie im Gegensatz zu den
Qualitdten klar und deutlich erkennen. Was wir aber so erkennen, ist
nach dem Grundsatz seiner Erkenntnislehre wahr. Zur Stiitze dieses
Prinzips muB er sich freilich auf die Wahrhaftigkeit Gottes berufen, der
uns nicht tduschen wolle. Ist einmal der Grundgedanke des Idealismus
aufgeleuchtet, soll aber trotzdem die reale Welt aus Elementen aufge-
baut werden, die im BewuBtsein liegen, aber als real hingenommen wer-
den, weil sie aus irgendeinem Grund als besonders vertrauenerweckend
erscheinen, so kommt man offenbar um einen solchen die Wahrheit
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verbiirgenden Gott nicht herum. ,,Er ist die Briicke ... zwischen dem
einsamen, irren, nur einem, dem SelbstbewuBtsein gewissen Denken und
der AuBlenwelt. Der Versuch ist etwas naiv ausgefallen, aber man sieht
doch, wie scharf schon Cartesius das Grab der Philosophie abmaB;
sonderbar ist freilich, wie er den lieben Gott als Leiter gebrauchte, um
herauszukriechen. Doch schon seine Zeitgenossen lieBen ihn nicht iiber
den Rand .. (Aus Georg Biichners philosophischen Aufzeichnungen).
Hobbes (De corpore) geht von der Fiktion einer Aufhebung des Univer-
sums aus (dhnlich Husserls ,,epoché‘), um es dann schrittweise durch
Konstruktion aus der Vernunft wieder entstehen zu lassen; aber auch er
benutzt dabei als Konstruktionsmaterial die allgemeinen Vorstellungen,
welche den Riickstand der Erfahrung bilden, insbesondere die Vorstel-
lungen von Raum und Zeit. Diesem Standpunkt entspricht die Physik
von Galilei, Newton, Huyghens, welche das Weltgeschehen als anschaulich
vorgestellte Bewegungsvorgidnge im Anschauungsraum konstruiert; sie
hat daher einen absoluten euklidischen Raum als stehendes Medium
notig, in welches die Bewegungen sich einzeichnen. Bekannt ist die
AuBerung Galileis (Opere ed. Alberi VII, S. 355): ,,Das wahre Buch der
Philosophie ist das Buch der Natur, welches immer aufgeschlagen vor
unseren Augen liegt, es ist aber in anderen Lettern geschrieben als in
denen des Alphabets; die Lettern sind Triangel, Quadrate, Kreise,
Kugeln, Kegel, Pyramiden und andere geometrische Figuren.*

Zu radikalerer Auffassung dringt Leibniz vor: ,,Betreffs der
Korper kann ich beweisen, da nicht nur Licht, Wirme, Farbe
u. dgl., sondern auch Bewegung, Figur und Ausdehnung nur er-
scheinende Qualitdten sind““ (Philos. Schr. VII, S. 322). Auch
Berkeley und Hume sind zu nennen. D’ Alembert rechtfertigt den
Gebrauch des ,,Riickstandes der Erfahrung® zur Konstruktion
der objektiven Welt nicht mehr wie Descartes durch die Klarheit
und Deutlichkeit der Ideen, sondern allein durch den Erfolg der
Methode. Nach Kant sind Raum und Zeit lediglich Formen unserer
Anschauung. Stumpf (Uber den psychologischen Ursprung der
Raumvorstellung, 1873, S.22) bezeichnet es als unsinnig, die
Atome sich als raumliche KOrper ohne Farbqualititen vorzustellen,
durch deren Bewegungsspiel erst die Atherschwingungen ausgelost
werden, welche vermoge ihrer Wellenldnge Triager der Farbe sind;
denn so wenig eine Farbe ohne riumliche Ausdehnung, so wenig
konne (nach der Lehre von Berkeley und Hume) ein Raum ohne
eine ihn bekleidende Farbqualitit vorgestellt werden. Als Medium,
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in welchem die Physik die AuBBenwelt konstruiert, darf darum nicht
der anschauliche Raum und die anschauliche Zeit dienen, sondern
ein vierdimensionales Kontinuum im abstrakt-arithmetischen
Sinne. Waren die Farben fiir Huyghens ,,in Wirklichkeit* Ather-
schwingungen, so erscheinen sie jetzt nur noch als mathematische
Funktionsverldufe von periodischem Charakter, wobei in den
Funktionen als Reprédsentanten des auf Koordinaten bezogenen
raumzeitlichen Mediums vier unabhingige Variable auftreten.
Was iibrigbleibt, ist somit schlieBlich eine symbolische Konstruk-
tion, genau in dem Sinne, wie sie von Hilbert in der Mathematik
durchgefiihrt wird.

Die Konstruktion dieser nur noch in Symbolen darzustellenden
objektiven Welt aus dem mir in der Anschauung unmittelbar Ge-
gebenen vollzieht sich in verschiedenen Stufen, wobei der Fort-
gang von Stufe zu Stufe dadurch erzwungen wird, daB jeweils das
auf einer Stufe Vorhandene sich als Erscheinung einer hoheren
Wirklichkeit, der Wirklichkeit niichster Stufe, enthiillt. Das typi-
sche Beispiel dafiir ist, wie sich die rdumliche Korpergestalt als
ein Identisches in den verschiedenen perspektivischen Ansichten
konstituiert. Vorbedingung dafiir ist, daB der Standpunkt, von
dem aus das einzelne perspektivische Bild erscheint, variiert wird
und die verschiedenen wirklich eingenommenen Standpunkte
selber sich geben als Ausschnitt aus einem in uns angelegten, wenn
schon unendlichen Kontinuum von Mdglichkeiten. Wir kommen
darauf im néchsten Paragraphen zuriick. Die systematische natur-
wissenschaftliche Darstellung wird aber den umgekehrten Weg
gehen: sie wird die Symbolwelt rein fiir sich hinstellen und dann,
alle Zwischenstufen iiberspringend, zu schildern versuchen, welche
objektiven Zustandsverldufe zu welchen unmittelbaren BewuBt-
seinsgegebenheiten fithren.

So lehrt die Perspektive aus der raumlichen Gestalt eines Korpers
und dem Standort des Beobachters relativ zum Kérper das optische
Bild finden. Ein schon den obersten Stufen angehoriges physikalisches
Beispiel ist die Konstitution der Begriffe ,,elektrisches Feld, elektrische
Feldstirke*. Im Raum zwischen geladenen Konduktoren finden wir,
daB ein schwach geladenes ,,Probekiigelchen* an jeder Stelle P eine
nach Grof8e und Richtung bestimmte Kraft & = & (P) erfihrt; immer
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wieder dieselbe Kraft &, wenn ich das Kiigelchen an dieselbe Raumstelle
P zuriickbringe. Verwende ich verschiedene Probekorper, so stellt sich
heraus, daB3 die Kraft von ihm abhéngt, jedoch so, daBl man eine Fak-
torenspaltung vornehmen kann

K(P)=e-E(P),

wo der vektorielle Faktor € (P), die elektrische Feldstirke (auBBer vom
Ort P) nur von den Konduktoren, nicht vom Zustand des Probekiigel-
chens abhédngt, wihrend umgekehrt der skalare Faktor e, die Ladung
des Probekorpers, nur durch dessen Zustand bedingt ist und sich als der
gleiche erweist, in welche elektrischen Felder man ihn auch immer hin-
einbringt. Hier gehen wir von der Kraft als dem Gegebenen aus; die
geschilderten Tatsachen aber fiithren uns dazu, ein durch die vektorielle
Ortsfunktion € (P) mathematisch beschriebenes elektrisches Feld anzu-
nehmen, das die Konduktoren umgibt und vorhanden ist, gleichgiiltig
ob wir die von i hm ausgeiibte Kraft an einem Probekiigelchen konstatieren
oder nicht. Der Probekorper ist nur das Mittel, das Feld wahrnehmbar
und meBbar zu machen. Die Gleichung & = e - € tritt jetzt nicht mehr
als Definition von € auf, sondern ist ein (unter Umstédnden zu korrigie-
rendes) Naturgesetz, welches die ponderomotorische Wirkung bestimmt,
die ein elektrisches Feld € auf eine hineingebrachte Punktladung e aus-
iibt. Da nach der Maxwellschen Theorie das Licht nichts anderes ist als
ein periodisch verdnderliches elektromagnetisches Feld von sehr kleiner
Periode, so besitzen wir im Auge ein Sinnesorgan, mit Hilfe dessen wir
gewisse elektrische Felder auch anders als durch ihre ponderomotori-
schen Wirkungen wahrnehmen. In der systematischen Darstellung wird
man ohne jede Erkldrung, rein ,,symbolisch* eine elektrische Feld-
starke € einfithren, die Gesetze hinstellen, welchen sie geniigt (z. B.: das
Linienintegral von €, iiber eine geschlossene Raumkurve erstreckt, ist
= 0) und die Gesetze, nach denen mit ihr ponderomotorische Krifte
verkniipft sind. Betrachten wir die Krifte als das direkt Nachweisbare,
so ist damit dann der AnschluB3 an das Gegebene vollzogen.

Man kann sagen, daf3 die Physik erst in der allgemeinen Rela-
tivititstheorie sich vollstindig von Raum und Zeit der An-
schauung als Konstruktionsmitteln der objektiven Welt frei ge-
macht hat; in dem von ihr entworfenen Schema (das iibrigens
alle frither vertretenen Standpunkte als Sonder- oder Grenzfille
einschlieBt) moge daher auch das Verhdltnis von Subjekt und Objekt
an einem typischen Fall erldutert werden. Es handle sich um die
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Beobachtung zweier oder mehrerer Sterne; das auffassende Be-
wufBtsein vereinfache ich zu einem Punktauge, dessen Weltlinie B
heiBle. Die Beobachtung finde statt im Momente O seines Lebens.
Die Konstruktion ist auszufiihren im vierdimensionalen Zahlen-
raum; nur um mich leichter verstindlich zu machen, entwerfe ich
eine geometrische Figur. 2’ sind die Weltlinien zweier Sterne; auf
dem von O ausstrahlenden riickwirtigen Lichtkegel &, der die
beiden Sternlinien 2 in je einem Punkte trifft, verlaufen die Welt-
linien 4 der Lichtsignale, die von den Sternen her in O eintreffen.
Durch eine gewisse rein arithmetisch beschreibbare Konstruktion
bestimmt sich daraus die MaBzahl ©# des Winkels, unter welchem
die Sterne dem Beobachter in O erscheinen. Diese Konstruktion
ist ,,invariant*, d. h. von solcher Art, daB sie zu der gleichen Ma@-
zahl ¢ fiihrt, wenn sie,
nach einer beliebigen De-
formation des ganzen Bil-
des, von neuem gemil der
gleichen Vorschrift an dem
verzerrten Bilde vorgenoms-
men wird. Und in ihr ist
alles enthalten: die Abhén-
gigkeit des Winkels von
den Sternen selber, von

dem zwischen den Sternen
Fig. 3. Data, welche auf die Beobachtung

und dem Beobachter sich . .
R . des Winkelabstandes zweier Sterne von
ausbreitenden metrischen EinfluB sind.

Feld, vom Ort des Beob-

achters in der Welt (rdumliche Perspektive) und von seinem Be-
wegungszustand (es ergeben sich in O verschiedene Winkelwerte,
je nach der Richtung der O passierenden Linie B; das ist die
unter dem Namen der Aberration bekannte Geschwindigkeitsper-
spektive). Jene Winkel & zwischen je zwei Sternen eines Sternbil-
des bestimmen die objektiv nicht zu beschreibende, sondern nur
in der Anschauung zu erlebende visuelle Gestalt des Sternbildes,
die erscheint unter der gleichfalls nicht objektiv zu fassenden Vor-
aussetzung, daBl Ick jenes Punktauge bin. Stimmen sie mit denen
eines zweiten Sternbildes iiberein, so erscheinen beide Sternbilder
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im Momente O in der gleichen, sonst in verschiedener Gestalt.
— Die objektive Welt ist schlechthin, sie geschieht nicht. Nur
vor dem Blick des in der Weltlinie meines Leibes emporkriechen-
den BewuBtseins ,,lebt* ein Ausschnitt dieser Welt ,,auf** und
zieht an ihm voriiber als rdumliches, in zeitlicher Wandlung be-
griffenes Bild.

Bei der Konstruktion der Winkel & spielt eine wichtige Rolle die in
jedem Moment O fiir das BewuBtsein sich vollziehende ,,Spaltung* der
Welt in Raum und Zeit, sie ist objektiv so zu beschreiben: Sind e, e;, €5,
ey die Komponenten eines Vektors, der in O die Richtung von B angibt,
so wird meine nichste rdumliche Umgebung in O aufgespannt durch
alle von O ausstrahlenden Linienelemente (dx,, dx;, dx,, dx;), welche
orthogonal zu e sind, d. h. der Gleichung

3
gudx;e, =0 mit g, =g, (0)

i,k=0
geniigen.

So sind im objektiven Bestand alle Griinde enthalten, um den
subjektiven Erscheinungen gerecht zu werden: keine Verschieden-
heit im Erleben, der nicht eine Verschiedenheit im zugrunde lie-
genden objektiven Bestand korrespondierte (und zwar eine Ver-
schiedenheit, die invariant ist gegeniiber beliebigen Koordinaten-
transformationen). Zu ihm gehort aber selbstverstiandlich der Leib
des Ich als physisches Ding mit dazu. Das unmittelbar Erlebte ist
subjektiv und absolut; wie nebelhaft es auch sein mag, in dieser
seiner Nebelhaftigkeit ist es ein so und nicht anders Gegebenes.
Die objektive Welt hingegen, mit der wir in unserm praktischen
Leben bestidndig rechnen und welche die Naturwissenschaft rein
herauszukristallisieren sucht — durch Methoden, welche die kon-
sequente Fortbildung derjenigen Kriterien sind, nach denen sich
uns, den in natiirlicher Einstellung dahinlebenden Menschen, die
Wirklichkeit konstituiert —, diese objektive Welt ist notwendig
relativ; durch ein Bestimmtes (Zahlen oder andere Symbole) nur
zu repréasentieren, nachdem in die Welt willkiirlich ein Koordi-
natensystem hineingetragen ist. Dieses Gegensatzpaar: subjektiv-
absolut und objektiv-relativ scheint mir eine der fundamentalsten
erkenntnistheoretischen Einsichten zu enthalten, die man aus der
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Naturforschung ablesen kann. Wer das Absolute will, mufl die
Subjektivitit, die Ichbezogenheit, in Kauf nehmen; wen es zum
Objektiven dringt, der kommt um das Relativitdtsproblem nicht
herum. Sehr schon und lebendig wird dieser Gedanke entwickelt
in der Einleitung des oben zitierten Buches von Borrn iiber die
Relativitidtstheorie.

Innerhalb der Naturwissenschaft bezeichnen die weltanschau-
lichen Gegensidtze von Realismus und Idealismus einander nicht
widersprechende methodische Prinzipien. Wir konstruieren in ihr
eine objektive Welt, welche zur Erklirung der BewuBtseinsge-
gebenheiten dem Grundprinzip geniigen muf}, das wir schon friiher
mit Helmholtz dahin formulierten (S.43): Eine Verschiedenheit
der sich uns aufdringenden Wahrnehmungen ist stets in einer Ver-
schiedenheit der reellen Bedingungen fundiert. Lambert spricht einen
speziellen Fall davon in seiner Photometria (1760) als Axiom aus:
,,Bine Erscheinung ist dieselbe, sooft dasselbe Auge auf dieselbe
Weise affiziert wird.” Hier verfdhrt die WNaturwissenschaft
realistisch.

Denn solange ich bei dem schlechthin Gegebenen, genauer: dem
schlechthin Gegebenen des Augenblicks stehen bleibe, ist offenbar kein
Bediirfnis vorhanden, es durch eine objektive Welt zu unterbauen. Aber
auch wenn ich Erinnerung hinzunehme und ihre Triftigkeit grundsitz-
lich anerkenne, wenn ich die Inhalte fremden BewuBtseins als den
meinen gleichberechtigte Data akzeptiere, mich dem Geheimnis der
intersubjektiven Verstindigung o6ffnend und ihr Glauben beimessend,
brauchte ich nicht so zu verfahren, wie wir wirklich tun, sondern kénnte
statt dessen nach den ,,Transformationen‘ suchen, welche zwischen den
Bildwelten verschiedener BewuBtseine vermitteln. Eine solche Dar-
stellung wére der Leibnizschen Monadologie angemessen. Statt von
einem gegebenen Korper das perspektivische Bild zu konstruieren, das
er von einem relativ zu ihm gegebenen Standort darbietet, und umge-
kehrt aus mehreren perspektivischen Aufnahmen, wie die Photogram-
metrie tut, den Korper zu konstruieren, wiirde ich unter Ausschaltung
des Korpers direkt die Aufgabe etwa so stellen: Wenn A4, B, C drei an
einen Punktleib gebundene BewuBtseine sind, die gesetzmiBigen geo-
metrischen Zusammenhinge anzugeben, in denen die drei Bilder;zu-
einander stehen, die je eine der drei Personen von demselben in ihrem
Gesichtsfeld befindlichen Korper K und den Standorten der beiden
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andern Personen empfangt. Dies Verfahren wire viel uniibersichtlicher,
ja es wire undurchfiihrbar wegen der Liickenhaftigkeit jedes einzelnen
Bewultseins im Vergleich zu der vollstindigen realen Welt. Jedenfalls
ist kein Zweifel, daB in dieser Hinsicht die Naturwissenschaft so ver-
fahrt, wie es der realistischen Einstellung entspricht.

Doch konzediert sie anderseits dem Idealismus, daB3 ihre objek-
tive Wirklichkeit nicht gegeben, sondern aufgegeben ist und nicht
absolut, sondern nur relativ zu einem willkiirlich angenommenen
Koordinatensystem und in bloBen Symbolen konstruiert werden
kann. Vor allem komint aber der Kerngedanke des Idealismus in
der Umkehrung des obigen Grundsatzes zur Geltung: das objek-
tive Weltbild darf keine Verschiedenheiten zulassen, die nicht in
Verschiedenheiten der Wahrnehmung sich kundgeben konnen; ein
prinzipiell der Wahrnehmung unzugéngliches Sein wird nicht
zugestanden. Leibniz sagt aus Anlall der Fiktion einer absoluten
Bewegung (Hauptschriften, hrsg. v. Cassirer I, S.188): ,,JIch
erwidere, daBB die Bewegung zwar von der Beobachtung, aber
keineswegs von der Mdglichkeit der Beobachtung iiberhaupt unab-
hédngig ist. Bewegung gibt es nur dort, wo eine der Beobachtung
zugingliche Anderung stattfindet. Ist diese Veridnderung durch
keine Beobachtung feststellbar, so ist sie auch nicht vorhanden.*
Es ist zwar richtig, daB viele physikalisch verschiedene Farben
genau die gleiche Empfindung des Rot hervorrufen. Schickt man
aber alle diese Rots durch dasselbe Prisma, so gibt sich die physi-
kalische Verschiedenheit auch in einer wahrnehmungsmaiBigen
Verschiedenheit des farbigen Lichtbiischels hinter dem Prisma
kund; durch das Prisma wird sozusagen die verborgene Verschie-
denheit fiir die Wahrnehmung aufgebrochen. Eine Verschieden-
heit aber, die sich auf keine Weise fiir die Wahrnehmung auf-
brechen 148t, ist ein Unding. Das ist ein sehr wichtiger methodi-
scher Grundsatz der theoretischen Konstruktion.

Die Formel fiir das Maffeld (Schwarzschild-Formel), welches eine
Masse, z. B. die Sonne umgibt, 148t sich in der Form, wie sie gewohnlich
angegeben wird, wenn man die darin auftretenden Koordinaten als Ab-
bildung des wirklichen Raumes auf einen euklidischen Bildraum deutet,
so interpretieren: (I) In Wahrheit gilt die euklidische Geometrie; aber
das um unser Massenzentrum O herum kugelsymmetrische Gravitations-
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feld wirkt derart auf die starren Korper ein, daB ein in P radial gerich-
teter MaBstab eine Verkiirzung im Verhéltnis

l/l—-gﬁ:l
r

erleidet (r die Entfernung O P, a eine durch die Masse bestimmte Kon-
stante), wahrend ein senkrecht zu O P angelegter MaBstab ungeidndert
bleibt. Warum sollen MaBstébe, die durch Erwdrmung ihre wahre Linge
dndern, nicht in dhnlicher Weise auch auf ein Gravitationsfeld reagieren?
Benutzt man aber ein gewisses anderes Koordinatensystem, so kommt
man zu folgender Beschreibung: (II) In Wahrheit gilt die euklidische
Geometrie; der MaBstab im Punkte P wird aber, welche Richtung er
auch einnehmen mag, im Verhiltnis

2
a
(1va)

durch das Gravitationsfeld geindert. Beide Beschreibungen driicken
denselben Sachverhalt aus. Jedem moglichen Koordinatensystem ent-
spricht eine besondere Korrekturvorschrift zur Rettung der euklidischen
Geometrie. Aber die eine ist so gut wie die andere, jede fiihrt in den

nachpriifbaren Sachverhalt ein

@ willkiirliches Element ein, das
gar keine durch die Wahrneh-
mung zu kontrollierende Folgen

7 Wirklichkeit 7,707, hat und daher ausgeschieden

Fig. 4. Schematische Darstellung einer ~ Werden muB3 und auch ausge-
Theorie mit iiberfliissigem Bestandteil  schieden werden kann: indem
Z. man ndmlich mit Einstein ledig-

lich von der durch das Verhalten

der MaB3stibe definierten physischen Geometrie Gebrauch macht, die frei-
lich von der euklidischen abweicht. Die Theorie (I) oder (II) kann bei
geeigneter Formulierung in zwei Teile gespalten werden: die Einstein-
sche Theorie (E) und einen Zusatz (Z), der mit (E) nicht zusammen-
hingt und die Wirklichkeit nicht beriihrt, also abgestoBen werden muB;
vgl. die schematische Figur. — An dem Bohrschen Modell des Wasser-
stoffatoms, in welchem die Periodizitidt des ausgesandten Lichts nichts
zu tun hat mit der periodischen Umlaufszeit des Elektrons um den
Atomkern, empfinden wir es, in so wunderbarer Weise es auch das
Spektrum erklédrt, als storenden Zug, der durchaus beseitigt werden
muB, daB der Periode des Elektronenumlaufs kein Beobachtungsdatum
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korrespondiert. — Poincaré macht einmal zur Erlduterung der Idee
der Relativitdt die Fiktion, daB iiber Nacht, wihrend alles BewuBtsein
schléft, die ganze Welt mit allen in ihr enthaltenen Korpern einschlief3-
lich meines Leibes in einem bestimmten Verhiltnis sich vergroBere;
weder ich noch irgendein anderer wiirde davon nach dem Erwachen
das Geringste merken. Diesem Geschehnis gegeniiber macht die Natur-
wissenschaft mit dem Idealisten gemeinsame Sache; denn was soll unter
solchen Umstdnden die Aussage, daB die Welt sich vergrofert habe,
iiberhaupt noch bedeuten? Nur da darf Verschiedenheit gesetzt werden,
wo die Annahme der Gleichheit in Kollision kommt mit dem Grundsatz,
daf} Gleiches unter gleichen Bedingungen (insbesondere gleicher objekti-
ver Beschaffenheit, Stellung und Bewegung des Subjekts) gleich wahr-
genommen wird (und mit dem Kausalsatz)1).

Zwischen der wirklichen Welt und dem Gegebenen besteht eine Zu-
ordnung, eine Abbildung im mathematischen Sinne; doch steht dabei
auf der einen Seite die eine quantitativ bestimmte objektive Welt, auf
der andern Seite nicht allein das tatsidchlich und augenblicklich Gege-
bene, sondern die maoglichen (ev. erinnerten oder auf bestimmte Willens-
intentionen hin erwarteten) Wahrnehmungen eines Ich, und es gehen
dann in die Zuordnung auBer dem einmaligen objektiven Bestand der
Welt noch die mdglichen objektiven Zustinde dieses wahrnehmenden
Ich (Weltlinie des Leibes usw.) ein. Helmholtz stellt den Grundsatz ,,der
empiristischen Ansicht* auf (Physiolog. Optik, III, S. 433):,,Die Sinnes-
empfindungen sind fiir unser BewuBtsein Zeichen, deren Bedeutung
verstehen zu lernen, unserm Verstande iiberlassen ist. Man kann
Helmholtz hierin, so wie er es meint, zustimmen und doch mit Husserl
der Ansicht sein, daBl das Raumding, das ich sehe, bei all seiner Trans-
zendenz Wahrgenommenes, in seiner Leibhaftigkeit bewuBtseinsmiBig
Gegebenes ist (Husserl, Ideen zu einer reinen Phdnomenologie, in sei-
nem Jahrbuch fiir Philosophie, Bd. 1, 1913, S. 75 und 79), indem die
Empfindungsdaten in der konkreten Einheit der Wahrnehmung durch
,,Auffassungen‘ beseelt sind und in dieser Beseelung die ,,darstellende
Funktion* iiben, bzw. in eins mit ihr das ausmachen, was wir ,,Erschei-
nen von‘‘ Farbe, Gestalt usw. nennen. Ein Hund, der sich einem andern
Hund néhert, sieht und beschnuppert einen ,,Mithund*, ein integriertes
Ganzes, das mehr ist als ein ’Biindel von Sinnesempfindungen’. Hier

1) Dieser Grundsatz kann nicht als eine Definition der objektiven Gleich-
heit angesprochen werden, sondern nur als eine implizite Forderung, weil
darin der Begriff der Gleichheit zweimal (Gleiches unter gleichen Bedingungen)
auftritt.
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wird lediglich eine jener Stufen geschildert, durch die hindurch sich die
Konstitution der AuBenwelt vollzieht. Und man darf dabei nicht leug-
nen wollen, daB die bestimmte Art, in der sich durch jene beseelenden
Funktionen ein leibhaftes Ding vor mich hinstellt, gerichtet wird von
einer Unsumme fritherer Erfahrungen. Denn wie anders sollte man sie
schildern als dadurch, daB ,,wir stets solche Objekte als im Gesichtsfelde
vorhanden uns vorstellen, wie sie vorhanden sein miifliten, um unter
gewOhnlichen normalen Bedingungen des Gebrauchs unserer Augen
denselben Eindruck ... hervorzubringen* (Helmholtz, Physiologische
Optik, III, S.4). Und als Wirklichkeitskriterien spielen sie gar keine
Rolle. Helmholtz spricht hier von ,,unbewuBten Schliissen‘. Das klingt
einigermaBen bedenklich, doch betont er ausdriicklich, sie seien nur in
ihrem Resultate einem Schlusse, genauer einem Analogieschlusse gleich,
obschon die zugrunde liegenden psychischen Akte wahrscheinlich von
den bei bewuBten Schliissen vor sich gehenden ganz verschieden sind
und ihr Effekt auch nicht durch bessere Einsicht aufgehoben werden
kann. Der sinnliche Eindruck eines Spiegelbildes oder eines ins Wasser
ragenden gebrochenen Stabes oder des Regenbogens tauscht natiirlich
nicht, erst das leibhafte Ding, das jener Eindruck nach Husser! vor mich
hinstellt, ist ein Irrtum; das wahrhaft Vorhandene kann immer nur
unter Beriicksichtigung aller sinnlichen Zeichen ermittelt werden, welche
in den angefiihrten Beispielen bald die obwaltenden ,,ungewohnlichen*
Bedingungen erkennen lassen. Man denke sich den Fall, daf3 die Wellen-
lingen desjenigen Lichtes, fiir welches unser Auge empfindlich ist, von
der GroBenordnung der Atomabstinde in festen KOrpern wiren; wie
schwer wiren dann die optischen ,,Zeichen* (die Laueschen Rontgeno-
gramme) fiir uns zu deuten! Bei der endgiiltigen Beschreibung des Zu-
sammenhangs zwischen dem Gegebenen und der Wirklichkeit tut man
demnach besser, alle Zwischenstufen der Konstitution zu ignorieren.

Und welche Bedeutung hat die nur in Symbolen darzustellende
objektive Welt fiir das in lauter anschaulichen Gegebenheiten sich
bewegende Leben des natiirlich eingestellten Menschen? Helm-
holtz antwortet (a.a.0., S. 18): ,,Wenn wir jene Symbole richtig
zu lesen gelernt haben, so sind wir imstande, mit ihrer Hilfe unsere
Handlungen so einzurichten, daBl dieselben den gewiinschten
Erfolg haben, d. h., daB die erwarteten neuen Sinnesempfindungen
eintreten. Eine andere Vergleichung zwischen den Vorstellungen
und den Dingen gibt es nicht nur in der Wirklichkeit nicht —
dariiber sind alle Schulen einig —, sondern eine andere Art der
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Vergleichung ist gar nicht denkbar und hat gar keinen Sinn.‘
,,Eine solche Vorstellung von einem einzelnen individuellen Kor-
per ist also in der Tat schon ein Begriff, welcher eine unendliche
Anzahl von einzelnen in der Zeit aufeinander folgenden Anschau-
ungen unter sich begreift, die alle aus ihm abgeleitet werden kon-
nen. Die Vorstellung eines einzelnen individuellen Tisches, welche
ich in mir trage, ist richtig und genau, wenn ich aus ihr richtig und
genau herleiten kann, welche Empfindungen ich haben werde,
wenn ich mein Auge und meine Hand in diese und jene bestimmte
Stellung gegen den Tisch bringen werde. Welche andere Art der
Ahnlichkeit zwischen einer solchen Vorstellung und dem dadurch
vorgestellten Korper sein kann, weill ich nicht zu begreifen.*
(A.a.0., § 26.) Im gleichen Sinne bemerkt Leibniz zu den Cartesi-
schen Prinzipien (Philos. Schr. IV, S. 356): ,,Von den Sinnen-
dingen konnen wir nichts anderes wissen, noch brauchen wir von
ihnen etwas anderes zu verlangen, als daf} sie unter sich, wie mit
den unzweifelhaften Vernunftgriinden iibereinkommen und da3
somit die Zukunft aus der Vergangenheit bis zu einem gewissen
Grade vorausgesehen werden kann. Nach einer anderen Wahrheit
oder Realitét, als sie hierin verbiirgt ist, in ihnen zu forschen, ist
vergebens, — die Skeptiker diirfen nichts anderes fordern, die
Dogmatiker nichts anderes verheiBen.“ Oder Husserl (Ideen,
S. 311 und 312): ,,Zum Wesen eines Dingnoémas gehoren ideale
Moglichkeiten der Grenzenlosigkeit im Fortgange einstimmiger
Anschauungen, und zwar nach typisch bestimmt vorgezeichneten
Richtungen.* Aber im Aufbau der Erfahrungswirklichkeit treten
auch Unstimmigkeiten auf, die zu ,,Korrekturen‘ zwingen; darauf
beruht der empirische Charakter der Wirklichkeitserkenntnis, die
notwendig durch Irrtimer hindurchgeht. ,,Dingliche Existenz ist
nie eine durch die Gegebenheiten als notwendig geforderte, sondern
in gewisser Art immer zufillige (prasumptive Wirklichkeit). Das
meint: immer kann es sein, daB der weitere Verlauf der Erfahrung
das schon mit erfahrungsmdpigem Recht Gesetzte preiszugeben no-
tigt* (Husserl,Ideen, S. 86). Es bestiinde durchaus die Moglichkeit,
daB jeder Ansatz von Einstimmigkeit im Bildverlaufe der Wahrneh-
mungen unrettbar ,,explodierte* ; dann wiirde sich durch ihren Ab-
gleich nach Vernunftprinzipien keine wirkliche Welt konstituieren.
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Die Anforderungen, die sich auf Grund unserer Erorterungen
fiir eine richtige Theorie des Weltablaufs ergeben, lassen sich etwa
so formulieren: 1. Einstimmigkeit. Der bestimmte Wert, welcher
einer in der Theorie vorkommenden GroBe in einem individuell
bestimmten Fall zuzuschreiben ist, wird auf Grund der theoretisch
gesetzten Verkniipfungen und der Beriihrung mit dem wahr-
nehmungsmiBig Gegebenen ermittelt. Jede derartige Ermittlung
muf} zu dem gleichen Ergebnis fiihren. So fithren alle Bestimmungen
der Elektronenladung e unter Benutzung der von den physikali-
schen Theorien aufgestellten Gesetze zusammen mit der Beob-
achtung zu dem gleichen Wert von e (innerhalb der Genauigkeits-
grenzen der Beobachtung). Besonders hiufig werden miteinander
verglichen eine (verhdltnismiBig!) direkte Beobachtung der in
Rede stehenden GroBe (z. B. des Sternortes eines Kometen in
einem gewissen Augenblick) und eine Berechnung auf Grund
anderer Beobachtungen (z. B. der aus den beobachteten Stern-
ortern an vorangegangenen Tagen nach der Newtonschen Theorie
berechnete Ort im gewiinschten Augenblick). Die Forderung der
Einstimmigkeit involviert die Widerspruchslosigkeit'), geht aber
iiber sie hinaus, da sie die Theorie mit der Erfahrung in Kontakt
bringt. 2. Es muB} prinzipiell stets moglich sein, auf Grund an-
schaulicher Gegebenheiten den bestimmten Wert einer in der
Theorie vorkommenden GroBe in einem individuell bestimmten
Falle zu ermitteln. Hierin spricht sich das Postulat aus, daB die
Theorie keine zur Erkldrung der Erscheinungen iberfliissigen
Bestandteile enthalten darf.

Hume hat mit unerbittlicher Konsequenz den Standpunkt
festzuhalten versucht, das Gegebene sei die volle Wirklichkeit.
Indem durch ihn deutlich wurde, wie vollstdndig dieser Standpunkt
versagt zur Erkldrung derjenigen Erkenntnispositionen, die in
Leben und Wissenschaft eine grundlegende Rolle spielen, hat er
das Realitdtsproblem erst in seiner ganzen Schwere aufgezeigt.
Die Wirklichkeit konstituierende Vernunft tritt bei ihm unter dem

1) Tatsdchlich kdnnte in einer nicht-widerspruchsfreien Theorie die For-
mel e = 2 e bewiesen werden, und infolgedessen konnte fiir die Ladung des
Elektrons sowohl der wirkliche Wert e als auch 2 e aus einer solchen Theorie
in Verbindung mit den Beobachtungsdaten abgeleitet werden.
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Namen der Einbildungskraft auf. Mit voller Ehrlichkeit bekennt
er den unheilbaren Zwiespalt zwischen Denken und Leben, in den
er gerdt. Sein Ansatz ist nicht minder undurchfiihrbar wie die
Begriindung der Arithmetik als Lehre von den in concreto vor-
handenen Zahlzeichen. Der Positivismus eines Mach und Avena-
rius scheint mir nur eine weniger folgerichtige Erneuerung des
Humeschen Versuchs; denn bei ihnen spielen theoretische Set-
zungen, die Hume streng vermieden hatte, wieder eine betracht-
liche Rolle. Damit sind wir aber schon mitten in der theoretischen
Konstruktion drin, die dem Bestreben entspringt, das Gegebene
zur Totalitit zu ergdnzen, und haben keinen AnlaBl mehr, als ihr
Baumaterial die sinnlichen Gegebenheiten zu verwenden. Kants
transzendentaler Idealismus stellte die Einsichten wieder her, die
schon Leibniz gewonnen; der Inhalt dieses Paragraphen kann als
eine Erlduterung des Kantischen Begriffes von Wirklichkeit be-
trachtet werden als dessen, ,,was mit der Wahrnehmung nach
Gesetzen zusammenhidngt®. Er geht iiber Leibniz hinaus durch
Umwandlung der alten metaphysischen Seins-Begriffe von Sub-
stanz und Kausalitit in methodische Grundsdtze zum Aufbau der
Erfahrungswirklichkeit.

Im logischen Teil hatten wir darauf bestanden, daB Existenz nicht
von etwas Aufgewiesenem ausgesagt werden kénne, daB das logische
Symbol 2 einen Index x trégt, der sich auf eine Leerstelle bezieht. Dem
scheint ein solches Urteil wie: Dieser Stuhl ist wirklich, zu widerstreiten.
Aber die Behauptung realer Existenz enthilt entweder, idealistisch ge-
faBt, eine Voraussage iiber eine Fiille moglicher einstimmiger Anschau-
ungen, die sich auf gewisse Willensintentionen einstellen werden, oder,
realistisch gefaBt, die Aussage, daB ein Ding x existiert, welches zu der
gegebenen Stuhlerscheinung in einem gewissen metaphysischen Verhdlt-
nis steht.

Zum Problem Realismus—Idealismus gibt es in der Geometrie ein
treffendes Analogon, das mit ihm insofern in sachlichem Zusammen-
hang steht, als fiir die objektive Welt das Koordinatensystem die Rolle
des Ich fiir die subjektive iibernimmt. Als ,,Dinge an sich‘ betrachten
wir, wie in § 12, die Vektoren in einer Ebene, als ,,reales Subjekt* ein
aus zwei voneinander linear unabhéingigen Vektoren e,, e, bestehendes
Koordinatensystem. Ein Vektor z 14Bt sich eindeutig in der Form ¢ =
x,e; + x,e, darstellen, und das Zahlenpaar (x;, x,) der Komponenten
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werde als die ,,Erscheinung* des ,,Dinges*  fiir das ,,Subjekt* (e,, €,)
gedeutet. Das ,,Gegebene* sind hier Zahlen, und wir wollen jetzt an-
nehmen, daB nur das Zahlenreich, nicht der geometrische Raum unserer
Anschauung offen stiinde. Wir kénnen dann doch innerhalb der Algebra
die ebene affine Vektorgeometrie aufbauen, ja die Entwicklung der
Algebra selbst fiihrt mit Notwendigkeit dazu. Man definiert ndmlich:
Unter Vektor soll ein beliebiges Zahlenpaar (x;, x,) verstanden werden.
X1, X, mogen die absoluten Komponenten desselben heiBlen. Zwei Zah-
lenpaare (x;, x,) und (x;’, x,") werden addiert oder das erste wird mit
einer Zahl a multipliziert, indem man das Paar (x; + x;’, x5 + x3),
bzw. (ax,, ax,) bildet. Sind

e =(er1,€12), e, =(e21,€55)
zwei Vektoren, fiir welche
$ieg+&se, *)

nur dann = (0, 0) ist, wenn die beiden Zahlen &,, &, verschwinden, so
148t sich jeder Vektor ¢ in der Gestalt (*) eindeutig darstellen; &, &,
mogen die relativen Komponenten von ¢ in bezug auf das System (e;, e,)
heiBen. Es gibt ein besonderes, das ,,absolute System‘:

e1=(1,0), ez=(0, 1)3

in bezug auf welches die relativen mit den absoluten Komponenten zu-
sammenfallen. Unter den moglichen Systemen, den ,,Subjekten®, die
hier lediglich als arithmetische ,,Erscheinungen‘* auftreten, ist so eines
(,,Ich*) absolut ausgezeichnet. In gewissem Sinne kann man aber auch
auf diesem algebraischen oder ,,konszientialistischen* Standpunkt der
Gleichberechtigung aller Subjekte gerecht werden. Hebt man nidmlich
diejenigen Operationen und Beziehungen als objektiv oder real hervor,
die allein mittels der beiden Grundverkniipfungen definiert werden,
welche ¢ + ¢’ aus ¢ und ¢’, ar aus a und g entstehen lassen, so sind alle
Systeme objektiv gleichberechtigt. Das (dem ,,reinen BewuBtsein‘‘ an-
gehorige) Verhiltnis von ¢ zu seinen beiden absoluten Komponenten
ist nicht objektiv, ist aber ein Sonderfall derjenigen realen Beziehung,
welche zwischen dem ,,Ding* ¢, dem ,,Subjekt* (e, ¢,) und der ,,Er-
scheinung®, den Komponenten &,, &, von g relativ zu (e;, e,) besteht.
In der Algebra driickt man den ,,objektiven* Standpunkt so aus: man
studiere lediglich solche arithmetischen Operationen und Beziehungen,
welche invariant sind gegeniiber beliebigen linearen Transformationen.
Ding, Subjekt und Erscheinung gehoren hier alle der gleichen von ob-
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jektiven Beziehungen durchwalteten Erscheinungswelt an. Reales Sub-
jekt und Objekt, Ich, Du und AuBBenwelt entstehen sozusagen zusammen
durch das Hineintragen des invariantentheoretischen Gesichtspunktes
in die arithmetischen Erscheinungen, da sie korrelativ aufeinander sind.
Unsere Analogie gibt in diesem Punkte Leibniz recht (vgl. z. B. Nou-
veaux Essais IV, c. 11) im Gegensatz zu Descartes, der durch sein cogito,
ergo sum der Realitdt des Ich einen prinzipiellen Vorrang vor der Reali-
tat der AuBenwelt zuerkannte. Die Analogie macht es gut verstdndlich,
wieso das eine sinngebende Ich des reinen BewubBtseins bei objektiver
Einstellung als einzelnes Subjekt unter Vielen seinesgleichen erscheinen
kann.

Aber immer bleibt, trotz der objektiven Gleichberechtigung der ver-
schiedenen Subjekte, in Wahrheit das absolute Subjekt, Ich, schlechter-
dings ausgezeichnet. Das entspricht ja auch nur dem Tatbestand, den
ich vorfinde; rein erkenntnisméiBig ist gegen den Konszentialismus
nichts einzuwenden, er 148t sich vollstdndig durchfiihren. Dennoch ist
von mir die Anerkennung des Du nicht nur so gefordert, daB3 ich mich
im Denken einer abstrakten Norm, der ,,Objektivitit®, fiige, sondern
absolut: Du bist fiir dich noch einmal, was ich fiir mich: nicht seiender,
sondern bewuftseiender Triger der Erscheinungswelt. Diesen Schritt
konnen wir in unserer Analogie nur tun (da uns der Raum als anschau-
liche Gegebenheit nach Voraussetzung verschlossen sein sollte), wenn
wir von dem arithmetischen Modell der affinen Vektorgeometrie zur
axiomatischen Beschreibung iibergehen, in welche die Begriffe des Vek-
tors und der beiden Grundverkniipfungen undefiniert eintreten. Im
axiomatischen System braucht die Gleichberechtigung aller Koordina-
ten nicht erst durch Abstraktion erzwungen zu werden, vielmehr ist in
ihm ein einzelnes Vektorpaar nur durch individuellen Hinweis auszu-
zeichnen. Muster und Quelle jedes solchen Hinweises aber ist das Wort
»Ieh'. So zeigt sich die Axiomatik wiederum (vgl. S. 82) als die Methode
des gelduterten Realismus, der ein transzendentes Sein setzt, sich aber
mit seiner Nachbildung im Symbol begniigt. — Die Setzung des Ich,
Du und der AuBBenwelt ist ohne EinfluB auf die erkenntnismaBige Bear-
beitung der Wirklichkeit, sie ist eine metaphysische Angelegenheit, nicht
Urteil, sondern ein Akt der Anerkennung oder des Glaubens (man lese
dariiber Fichtes Schrift ,,Uber die Bestimmung des Menschen*). Aber
dieser Glaube ist doch die Seele alles Wissens. Vom metaphysisch-
realistischen Standpunkt bleibt freilich die Ichheit ein Ritsel. Leibniz
glaubt den Widerstreit von menschlicher Freiheit und gottlicher Pra-
destination dadurch zu 16sen (Metaphysische Abhandlung, Philos. Schr.
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1V, S. 454/455), daB er Gott unter den unendlich vielen Moglichkeiten
(aus zureichenden Griinden) gewisse, z. B. die Wesen Judas und Petrus
zum Dasein erwdhlen 148t, deren substantiale Natur ihr ganzes Schick-
sal bestimmt. Die Losung mag objektiv zureichend sein, sie zerbricht
aber vor dem Verzweiflungsschrei des Judas: Warum muBte Ich Judas
sein! Die Unmoglichkeit einer objektiven Fassung dieser Frage leuchtet
ein; darum kann auch keine Antwort in Form einer objektiven Erkennt-
nis erfolgen. Das Wissen vermag das Licht-Ich mit dem dunklen, irren-
den, in ein individuelles Schicksal ausgestoBenen Menschen nicht zur
Deckung zu bringen.

Die Setzung der realen AuBenwelt garantiert nicht dafiir, daB diese
in der Vernunft sich aus den Erscheinungen durch die Einstimmigkeit
schaffende Erkenntnisarbeit konstituiere; dazu ist vielmehr noch nétig,
daB sie von einfachen Elementargesetzen durchwaltet sei. Die bloBe
Setzung der AuBenwelt erkldrt also eigentlich nicht, was sie doch er-
kldren sollte, sondern die Frage nach ihrer Realitét flieBt untrennbar
zusammen mit der nach dem Grunde fiir die gesetzlich-mathematische
Harmonie der Welt. So liegt die letzte Antwort denn doch, jenseits des
Wissens, allein in Gott, aus dem herflieBend das Licht des BewuBtseins,
dem der Ursprung selber verdeckt ist, in seiner Selbstdurchdringung
sich ergreift, gespalten und gespannt zwischen Subjekt und Objekt,
zwischen Sinn und Sein.

18. Das Raumproblem

a) Ursprung der Raumvorstellung

Mit genaueren Untersuchungen iiber den psychologischen Ursprung
der Raumvorstellung hat man sich erst im 19. Jahrhundert beschaftigt.
Die Sinnesgebiete, welche vor allem zur Konstitution der Raumvor-
stellung beitragen, sind die Gesichts- und Tasteindriicke; Bain fiigte
hinzu: die Bewegungsempfindungen und Muskelgefiihle.

Das einzelne Auge sieht die Qualititen in einem zweidimensionalen
Gesichtsfeld ausgebreitet. Es ist zweidimensional, weil jede in ihm ver-
laufende eindimensionale Linie dasselbe zerschneidet. Es ist eine physio-
logische Grundtatsache, daB fiir die Stelle, an der wir einen Gesichts-
eindruck in diesem Felde lokalisieren, maf3gebend ist die gereizte Netz-
hautstelle. Es besteht hier eine eineindeutige stetige ,,Abbildung‘‘ im Sinne
der Mathematik; die Feldstellen hidngen in derselben Weise stetig mit-
einander zusammen wie die Netzhautstellen, denen sie korrespondieren.
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J. Miiller, der Urheber des Gesetzes von den spezifischen Sinnesener-
gien, sagt geradezu (Zur vergleichenden Physiologie des Gesichtssinnes,
S. 54): ,,Die Netzhaut sieht in jedem Sehfelde nur sich selbst in ihrer
rdumlichen Ausdehnung im Zustande der Affektion; sie empfindet sich
selbst in der grofSten Ruhe und Abgeschlossenheit des Auges riumlich
dunkel.* Es ist ein groBer Fortschritt in Helmholtz> Physiologischer
Optik, daB er nicht von Identitit, sondern von Korrespondenz spricht.
Dieselbe Bemerkung kldrt das berithmte Problem des Aufrechtsehens
volistdndig (im objektiven Raum ist das Bild auf der Retina gegeniiber
dem abgebildeten Gegenstand um 180° gedreht). Steht auf der einen
Seite der ,,objektive’, auf der andern mein Anschauungs-Raum und
nehmen wir an, daB beide euklidisch-metrische Struktur tragen, so ist
das AuBerste an ,,Treue*, was wir verlangen konnen, dies, daB die
Korrespondenz zwischen objektivem Gegenstand und dem mir in der
Anschauung vorschwebenden Bilde eine isomorphe (oder dhnliche) Ab-
bildung im Sinne von § 4 sei, daB nidmlich alle mit den metrischen
Begriffen des objektiven Raumes zu beschreibenden geometrischen
Beziehungen, die sich am Gegenstand finden, in den mit den gleich-
benannten metrischen Begriffen des Anschauungsraumes beschriebenen
geometrischen Beziehungen am Bilde sich widerspiegeln. Es ist aber
unsinnig, Fragen zu stellen, die nur einen Sinn hétten, wenn beide,
Gegenstand und Bild, im gleichen Raume stiinden. — Das Gesichtsfeld
hat in der Tat eine metrische Struktur, das ruhende Auge faBit unzweifel-
haft so etwas wie Gestalt auf, die hier als eine Qualitit des Gesehenen
erscheint, und weil Gestalten voneinander zu unterscheiden. Diese
Gestalt ist aber weder dem gesehenen Gegenstand noch dem objektiven
auf der Netzhaut entstehenden Bilde dhnlich (die Verzerrung gegeniiber
der von den Sehstrahlen gebildeten Figur wird in Helmholtz, Physiol.
Optik III, S. 151 bis 153 beschrieben). Zu feinerer Ausbildung und teil-
weiser Korrektur gelangt diese MafBstruktur durch die Augen-Bewe-
gungen: kann ich durch eine Blickwendung erreichen, daB sich das
Bild I in das Bild II verwandelt (objektiv: daB dieselben Netzhautstellen
vor der Bewegung von den Gesichtseindriicken I, nach der Bewegung
von den Eindriicken II gereizt werden), so sind I und II zueinander
kongruent. Fiir das Feld der Augenbewegungen ist hiernach Gestalt
nicht mehr eine gegebene Qualitit, sondern ein abstraktiv (vgl. § 2) aus
der Beziehung der Kongruenz gewonnener Begriff.

Auf Grund seines psychologischen Grundsatzes: ,,daB als direkt
Wahrnehmbares und von der Seele Unterscheidbares nur die Qualititen
der Empfindung gelten diirfen* (Wagners Handworterbuch d. Physiol.
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III, Abt. 1, 1846, S. 183), und daB aus ihnen von der Seele die rdumliche
Ausdehnung als Vorstellungsinhalt neu aufgebaut werden muB, fordert
Lotze die Existenz von ,,Lokalzeichen*: Empfindungen, deren quali-
tative Abstufungen den verschiedenen Stellen im Gesichtsfelde zugrunde
liegen. Er hat sie ndher als die Bewegungstendenzen, welche die betref-
fende Stelle in den Blickpunkt bringen wiirden, und die Augmuskel-
gefiihle, welche eine solche Bewegung begleiten wiirden, zu fassen ver-
sucht. Aber dadurch wird das Fundierte zum Fundament gemacht;
denn bereits das ruhende Auge hat unabhingig von den der nichst-
héheren Konstitutionsstufe des Raums angehérigen Augenbewegungen
sein kontinuierlich ausgebreitetes Gesichtsfeld. Einen Versuch von
Wundt, Farbabschattungen zu Lokalzeichen zu stempeln, iibergeht man
besser mit Stillschweigen. Helmholtz gibt zu, obwohl er Lotzes These
akzeptierte, daf3 die Lokalzeichen qualitates occultae seien. Bei der not-
wendigen Verbundenheit von Farbe und Ausdehnung im Gesichtsfeld
entsteht aus jener These das Problem (Poincaré, Der Wert der Wissen-
schaft, 1910, S. 68), wie die einheitliche Empfindung sich in die beiden
Momente Farbe und Ausdehnung spalten kann, inwiefern also zwei an
verschiedenen Netzhautstellen P, Q zustande kommende Empfindungen
desselben Rot eine innige Verwandtschaft zueinander besitzen, die ein
Rot in P und ein Griin in Q nicht besitzen. Versteht man aber recht
das Punktuelle einer einfachen Empfindung, so wird man wenig geneigt
sein, das was Rot zu einem Ausgedehnten macht, wiederum als eine
stetig sich abstufende Empfindung anzusetzen, sondern wird mit Kant
und Fichte (Bestimmung des Menschen, Ausg. von Medicus, III, S. 326)
anerkennen: ,,Ich bin urspriinglich nicht bloB empfindend, sondern
auch anschauend‘‘. Erst dadurch, daBl das Kontinuum von Qualitiit ein
(zeitliches oder raum-zeitliches) Kontinuum von Ausdehnung iiber-
deckt, ist etwas fiir mich. Damit werden dann aber Empfindungen als
Lokalzeichen iiberfliissig.

Wie steht es mit den Gesichtseindriicken von Ruhe und Bewegung?
Lasse ich den Blick von oben nach unten gleiten, so habe ich den Ein-
druck, daBl die Gegenstdnde ruhen, obschon ihre Bilder auf anderen
und anderen Netzhautstellen entworfen werden. Dies gilt jedoch nur,
wenn die Augenbewegung durch den Bewegungsapparat des Auges
willentlich hervorgebracht wird; es kommt hier also nicht auf die mit
der Augenbewegung verbundenen Muskelgefiihle an, sondern auf die
Willensintentionen. Sonach gibt es einen urspriinglichen Eindruck von
Ruhe und Bewegung (Verdnderung); und zwar erscheint ein Gegenstand
als ruhend, wenn sein Bild auf der Netzhaut sich nicht verschiebt und zu-
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gleich keine Augenbewegungen intendiert werden. Zwischen den Ver-
schiebungen des Netzhautbildes und den auf Augenbewegungen gerich-
teten Willensintentionen aber besteht ein im einzelnen offenbar durch
die Erfahrung fein ausgebildetes System von Kompensationen. AuBer-
ordentlich vereinfachend wirkt dabei der Umstand, daB die physio-
logisch mogliche Drehung des Auges bei festgehaltenem Blickpunkt
dem Willen unmoglich ist, da3 durch das ,,Listingsche Gesetz* zu jedem
Blickpunkt (mit geringen Schwankungen) eine einzige Stellung des
Auges gehort, wodurch sich die drei Freiheitsgrade des Augapfels fiir
den Willen auf zwei reduzieren. Die Moglichkeit freier, dem Willen
gehorchender Blickwendungen ist auch die Voraussetzung dafiir, da
gewisse Verdnderungen im Gesichtsfeld als Bewegungen ,,gedeutet*
werden. — Der unmittelbare Eindruck der Ruhe darf nicht als ,,Zeugnis
der Sinne* zur Widerlegung der physikalischen Relativitédtstheorie an-
gerufen werden. Denn die objektive ,,Erkldrung‘ jenes Phdnomens (die
ja immer nur darin bestehen kann, im Objektiven Verschiedenheit nach-
zuweisen, wo sie im anschaulich Gegebenen vorliegt) benutzt, wie wir
sahen, und zwar selbstverstindlicherweise, allein die Idee der relativen
Bewegung sich deckender physikalischer Wesen (Verschiebung des
Bildes auf der Netzhaut) und den dynamischen Bewegungsbegriff
(Willensintentionen, die durch Muskelkrifte den Augapfel zur Abwei-
chung von seiner natiirlichen, durch das Trigheitsfeld und seine Ein-
bettung in den iibrigen Leib bestimmten Bewegung zwingen). Das
gleiche gilt auch fiir die Bewegungsempfindungen unseres Korpers: sie
geben nicht Kunde von einer ,,absoluten Bewegung®, sondern sind
durchweg Beschleunigungsempfindungen, die das Herausgerissen-werden
des Korpers oder eines Gliedes aus der natiirlichen Triagheitsbewegung
und die dadurch hervorgerufenen dynamischen Storungen anzeigen.

Die optische Wahrnehmung der Tiefendimension ist, wie Wheatstone
durch das Stereoskop besonders schlagend zeigte, eng mit dem binoku-
laren Sehen verbunden (auBerdem sind die Gefiihle der Akkommoda-
tionsanstrengung dafiir von Bedeutung). Die Stellen im Gesichtsfelde
des einen und des andern Auges stehen in einer eineindeutigen Korre-
spondenz, derart, daB einfach gesehen wird, was in beiden Gesichts-
feldern an korrespondierenden Stellen sich abbildet. Das stereoskopische
Tiefensehen beruht auf der Verschiedenheit der beiden Bilder; sie be-
steht darin, daB die gleiche Farbqualitit, insbesondere die gleiche Kon-
tur nicht an korrespondierenden Stellen der beiden Gesichtsfelder
erscheint. Im einzelnen bekidmpfen sich hier eine namentlich von Hering
vertretene ,,nativistische‘‘ Theorie — sie biirdet alle Leistung den Emp-
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findungen auf, behauptet, daB die Reize korrespondierender Netzhaut-
stellen, z. B. der Netzhautgruben, nur eine einfache Empfindung er-
giben, und schreibt den Netzhautstellen neben den Lokalzeichen fiir
Richtung noch einen in die Empfindung eingehenden Tiefenwert zu —
und eine ,,empiristische” von Helmholtz, welche die optische Tiefen-
dimension als eine Konstitutionsleistung betrachtet. Nur die letzte 148t
sich ungezwungen mit den Tatsachen vereinigen; doch muf3 man im
,,nativistischen* Sinne allerdings hinzufiigen, daf die Tiefendimension
ein Neues, Urspriingliches ist: mit seiner Hilfe konstituiert sich aus dem
Material der beiden vorigen Stufen, dem zweidimensionalen reinen
Sinnesfeld und dem Bewegungsfeld des Auges der zentrierte dreidimen-
sionale Raum, in welchem der Leib des Ich seine Stelle findet, wenn
auch noch die besonders ausgezeichnete Stelle des Zentrums. (Auf den
beiden vorigen Stufen ist ein solches Leib-Ich, das sich in das Ausdeh-
nungsfeld einbettet, offenbar noch nicht da.) Beim ,,Umspringen* der
perspektivischen Deutung einer ebenen Figur (vgl. z. B. Helmholtz,
Physiol. Optik III, S.239) ist die ,,beseelende Funktion®, welche die
Figur im Gesichtsfeld zur Erscheinung eines vom Sehstrahl getroffenen
Objektes im zentrierten Raum wandelt, besonders deutlich zu spiiren.
Auf dieser Stufe tritt auch die Verkniipfung mit dem Lokalisationsfeld
des Tastsinnes und der Gliederbewegungen ein; auf das Greifen nach
dem gesehenen Gegenstand mufBl man bei den einschligigen gesichts-
psychologischen Versuchen als Kontrolle bestindig rekurrieren. Husserl
betont, daB alle diese ,,angeblichen Faktizititen, also Zufilligkeiten der
Raumanschauung, die dem ,wahren‘, dem ,objektiven* Raum fremd
sind, sich bis auf geringe empirische Besonderungen als Wesensnot-
wendigkeiten erweisen* (Ideen, S.315), und O. Becker hat in seinem
Sinne die konstitutiven Stufen der Rdumlichkeit genauer phinomeno-
logisch beschrieben.

Durch das Hineinschreiten in den Fernhorizont des zentrierten
Raumes und die damit verkniipften Verschiebungen, durch das Gefiihl
der freien Moglichkeit der Korperbewegung und die zugehdrigen Wil-
lensintentionen baut sich auf dem zentrierten der homogene Raum auf;
erst hier wird der Leib zum gleichberechtigten Objekt neben den andern
rdumlichen Objekten und gewinnen wir die Moglichkeit, uns in den
Standpunkt eines andern ,,hineinzuversetzen*: erst dieser Raum kann
als ein und derselbe gedacht werden fiir verschiedene Subjekte, er ist
die Vorbedingung fiir den Aufbau der intersubjektiven Welt. Und die
Feststellungen iiber die Orientierung der Gegenstinde in ihm sind daher
auch einer intersubjektiven Kontrolle und Korrektur fihig.
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Berkeley hat entgegen der Lehre des Aristoteles, daB Raum ein
aiodnTov xowdv sei, die Ansicht vertreten, daB es nur verschiedene Sinnes-
rdume gebe. Stumpf (a.a.O. S. 287) wendet dagegen ein: ,,Sollen wir
glauben, auch die Dauer einer Tastempfindung und die einer Gesichts-
empfindung seien heterogene Inhalte 7 Berkeley hat wohl darin recht,
daB die prispatialen Lokalisationsfelder (der 1. und 2. Stufe) fiir Ge-
sichts- und Tastsinn getrennt sind, wihrend von der 3. Stufe ab nur
der eine Raum in Frage steht, der die sinnlichen Tast- und Gesichts-
Daten durchdringt. Dadurch wird der Raum zum verkniipfenden Band
zwischen verschiedenen Sinnesgebieten. Bains Assoziationstheorie des
Raumes will ihn in dieser Funktion erfassen; sie ist schirfer von H.
Poincaré durchgefithrt worden. Er scheidet (Wert der Wissenschaft,
S. 72 bis 94) zunichst die Qualitdtsinderungen von den Bewegungen
dadurch, daB die letzteren durch eine in Willensintentionen und beglei-
tenden Bewegungsempfindungen sich ausdriickende Bewegung des Ich-
leibs riickgingig gemacht werden k6nnen. Er versucht zweitens Krite-
rien aufzustellen fiir das Sich-Decken zweier Raumpunkte, die durch
verschiedene Reihen von Bewegungsempfindungen und Willensinten-
tionen erreicht wurden, und untersucht drittens die ,,Abbildung* der
Réiume verschiedener Sinnesorgane aufeinander (z. B. der 1. und 2. Fin-
gerbeere, des Gesichtssinnes des linken Auges und des Tastsinnes des
rechten Daumens), welche als Identifizierung gedeutet zu werden pflegt.
DaB der Tastsinn nicht in die Ferne reicht, wohl aber der Gesichtssinn,
besagt nach dieser Auffassung, daB die zu zwei sich deckenden Stellen
im Raum eines Tastorgans gehorigen Stellen in dem Raume irgendeines
anderen Sinnesorgans sich gleichfalls decken, hingegen sich nicht dek-
kenden Stellen im Tastfeld sich deckende im Gesichtsfeld korrespondie-
ren konnen. J. St. Mill schloB sich Bair an, jedoch mit dem Unter-
schied, da3 die Raumvorstellung fiir ihn nicht in den Bainschen Emp-
findungen und ihren Assoziationen besteht, sondern durch eine schop-
ferische Synthese (,,psychische Chemie‘‘) daraus hervorgeht. Alle diese
Theorien ignorieren die unzweifelhaften Gegebenheiten auf den nieder-
sten Konstitutionsstufen, die nicht Empfindungscharakter besitzen, wie
das Nebeneinander im reinen Gesichtsfeld.

b) Das Wesen des Raumes

Die Durchdringung des Dies (Hier-jetzt) und des So ist die
allgemeine Form des BewuBtseins; nur in der unauflésbaren
Einheit von Anschauung und Empfindung, indem kontinuierliche
Ausdehnung und kontinuierliche Qualitdt sich iiberdecken, ist
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etwas. Phidnomenologisch wird man nicht dariiber hinauskom-
men. Wenn man metaphysisch mit Plato das leidende BewuBtsein
aus dem Zusammentreffen einer vom Ich und einer vom Objekt
ausgehenden ,,Bewegung‘‘ hervorgehen 148t, so liegt es nahe, die
Qualitit auf Rechnung des Objekts, die Ausdehnung auf Rechnung
des Ich zu setzen (und nicht umgekehrt, weil die Ausdehnung das
qualitativ nicht differenzierte Feld der freien Mdglichkeiten ist,
die konkrete Vielfalt aber in den Qualitdten steckt). ,,Der er-
leuchtete, durchsichtige, durchgreifbare und durchdringliche
Raum, das reinste Bild meines Wissens‘, heiBt es bei Fichte (Ausg.
v. Medicus, I1I, S. 325), ,,wird nicht gesehen, sondern angeschaut,
und in ihm wird mein Sehen selbst angeschaut. Das Licht ist nicht
aufler mir, sondern in mir, und ich selbst bin das Licht.* Wie aber
diese einheitliche Kraft der Anschauung die Empfindungsdata
sie beseelend durchdringt und ihre Leistungen sich dienstbar
macht, das ist in weitgehendem MaBe durch Erfahrung mitbe-
dingt.

Die Gebundenheit beider Momente aneinander ist die Wurzel
des Aristotelischen Satzes von der Unmdglichkeit des leeren
Raumes. So wird er von Hume interpretiert (Treatise, Teil II),
(wobei nur zu erinnern bleibt, daB8 die rdumliche — oder besser,
die raum-zeitliche Trennung ebenso gut ein unmittelbar feststell-
bares Faktum ist wie die raumzeitliche Beriihrung). Aber nur
durch eine perdfacis eic dAo yévoc kann diese erkenntnistheo-
retische Wesenstatsache umgebogen werden zu einer Behauptung
uber das substantial-physikalische Geschehen; man kommt dann
zu solchen Konsequenzen, wie sie Descartes zieht (wihrend Hume
sich dariiber lustig macht), daBl die Winde eines Kastens, wenn
man ihn leerpumpte, sich berithren miiBten. Leibniz leugnet das
Leere hauptsédchlich aus Griinden, die mit der Vollkommenheit
der Welt und dem Satz vom zureichenden Grunde zusammen-
hingen. Er driickt jene Gebundenheit des Raumes an die Sinnes-
qualitdten dadurch aus, daBl er ihn zusammen mit der Zeit als
Ordnung der Phdnomene bezeichnet. Stumpf (a.a.O., S.15,26)
wendet dagegen ein: ,,Um die verschiedenen Ordnungen vonein-
ander zu unterscheiden, miissen wir iiberall einen besonderen
absoluten Inhalt anerkennen, in bezug auf welchen (?) die Ord-
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nung stattfindet*, und behauptet daher, ,,Raum bezeichne viel-
mehr jenen positiven absoluten Inhalt, worauf sich die Ordnung
griindet®. Er fordert, daB die Lagebezichungen zwischen Raum-
punkten in einer ,,Lage” der einzelnen Punkte fiir sich fundiert
sein miissen, und versperrt sich durch dieses wohl von F. Brentano
(Zur Lehre von Raum und Zeit, Kant-Stud. XXVI) iibernom-
mene logische Prinzip von der Unselbstindigkeit der Relationen
(vgl. § 1) das Verstidndnis fiir die Relativitit des Orts.

Da das blole Hier nichts fiir sich ist, das sich von irgendeinem
andern Hier unterschiede, ist der Raum principium individuationis;
er ermoglicht die Existenz numerisch verschiedener Dinge, die
ihrem Wesen, ihrer Beschaffenheit nach einander gleich sind.
Darum wird er von Kant der Materie der Erscheinungen, dem,
,,was der Empfindung korrespondiert*, als Form der Anschauung
gegeniibergestellt; und eben hier liegt die Wurzel des Kongruenz-
begriffs. Leibniz schlieBt daraus auf die Idealitit von Raum und
Zeit; denn sie verletzen das Prinzip der Identitit des Ununter-
scheidbaren, das er mit Spinoza im Gebiet der Substanzen als
notwendig (und zwar als eine Konsequenz des Satzes vom zu-
reichenden Grunde) postuliert.

In der Doppelnatur des Wirklichen ist es gegriindet, daB wir
ein theoretisches Bild des Seienden nur entwerfen kdonnen auf dem
Hintergrund des Mdglichen. So ist vor allem das vierdimensionale
Kontinuum von Raum und Zeit das Feld der apriori bestehenden
Moglichkeiten von Koinzidenzen. Darum nennt Leibniz den ,,ab-
strakten Raum die Ordnung aller als mdglich angenommenen
Stellen*“ und fiigt hinzu: ,,Demnach ist er etwas Ideales* (Haupt-
schr., hrg. v. Cassirer, I, S. 205).

Wenn wir die Entfernung der Sonne von der Erde in Metern an-
geben, so gewinnt diese Aussage nur einen im Gegebenen zu verifizie-
renden Sinn, wenn eine starre Stange, auf der durch Abtragen eines
beweglichen starren Einheits-MaBstabes die einzelnen Meterabschnitte
markiert sind, so auf die Erde gestiitzt wird, daB ihr Ende an die Sonne
stoBt. Die physikalisch sauberste Verwirklichung des starren Korpers
ist der Kristall. Damit Koordinatenangaben einen an der Realitit direkt
abzulesenden Sinn haben, miiten wir uns die ganze Welt ausgefiillt
denken mit einem Kristall. Wenn unter den Deckbewegungen des
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Kristallgitters die Translationen durch ihre besonderen Eigentiimlich-
keiten hervorgehoben sind, 148t sich an seinen Atomen (durch wirkliche
Ausfiihrung jener Deckbewegungen!) die Koordinatennumerierung
durch Zahlentripel durchfithren, die dann zugleich zur Ortsbenennung
im ganzen Raum Verwendung finden konnen. Aber jene starre Stange
zwischen Erde und Sonne ist nicht vorhanden, ihre Ausmessung durch
einen starren Meterstab wird nicht wirklich ausgefiihrt; ebensowenig
existiert jener ,,Koordinatenkristall* und gehen dessen Deckbewegungen
vor sich; ja sie diirfen auch nicht vorhanden sein, weil sie durch ihre
realen Krifte den Gang des Weltgeschehens beeinflussen wiirden. Von
der in § 16 behandelten Struktur kann nur die Moglichkeit behauptet
werden, sie aus Geschehnissen abzulesen, welche durch das freie Ein-
greifen des Experimentators herstellbar sind. Die geometrischen An-
gaben sind also lediglich ideelle Bestimmungen, die einzeln fiir sich eines
im Gegebenen aufzuweisenden Sinnes ermangeln. Nur das ganze Netz-
werk ideeller Bestimmungen beriihrt hier und da die erlebte Wirklich-
keit, und an diesen Beriihrungsstellen muB} es ,,stimmen‘. Das ist viel-
leicht, im allgemeinsten ausgedriickt, die ,,geometrische Methode*.
,»,Man muB} es nur gestehen, wer naturwissenschaftliche Fragen ohne
Hilfe der Geometrie behandeln will, unternimmt etwas Unausfiihrba-
res‘‘, meint Galilei (Dialogo, Opere I, S. 224). Feinde dieser Methode
sind auf der einen Seite, weil ihnen die apriorische Konstruktion ein
Dorn im Auge ist, die Empiristen, welche wihnen, das Sein einschichtig,
ohne Zutat, ,,rein beschreibend* fassen zu konnen (Bacor contra Galilei,
Hume contra Kant, Mach contra Einstein), auf der andern Seite aber,
aus HaB gegen die Freiheit, gegen das ins Unendliche offene Feld der
,»,geometrischen Konstruktion, die Metaphysiker, welche eine starre
dialektische Begriffswelt als das wahre Sein aufbauen (Hegel contra
Newton). Von beiden Seiten her ist Aristoteles (contra Archytas—Plato)
der grof3e Anti-Mathematiker.

c) A priori oder a posteriori?

Der Glaube an die Aprioritit der geometrischen Erkenntnisse,
insbesondere der euklidischen Geometrie, ist in der dlteren Zeit
fest eingewurzelt. So heiB3t es bei Kepler (Brief an Galilei, Galilei,
Opere V, S. 432): ,,Die Raumwissenschaft ist einzig und ewig und
strahlt wieder aus dem Geiste Gottes. Dall die Menschen an ihr
teil haben diirfen, ist mit einer der Griinde, weshalb der Mensch
das Ebenbild Gottes ist.” Leibniz hat versucht, die geometrischen
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als analytische Wahrheiten zu erweisen. Kant stellt im Hinblick
auf die Geometrie das Problem der Kritik der reinen Vernunft:
Wie sind synthetische Urteile apriori moglich? und glaubt durch
seine Lehre, dall der Raum reine, nicht empirische Anschauung
sei, diese Frage fiir die Geometrie beantwortet zu haben. ,,Da das,
worin sich die Empfindungen allein ordnen und in gewisse Formen
gestellt werden konnen, nicht selbst wiederum Empfindung sein
kann, so ist uns zwar die Materie aller Erscheinung nur a posteriori
gegeben, die Form derselben aber muB3 zu ihnen insgesamt im
Gemiite a priori bereit liegen und daher abgesondert von aller
Empfindung kénnen betrachtet werden.*“,,Also macht allein unsere
Erklarung die Moglichkeit der Geometrie als einer synthetischen
Erkenntnis a priori begreiflich.” Die Entwicklung der nicht-
euklidischen Geometrie erschiittert die alte GewiBlheit.

Schon Proklus hatte in seinem Euklid-Kommentar anldBlich des
Parallelenaxioms gewarnt, die Berufung auf Evidenz zu miBbrauchen.
Gaup schreibt an Olbers (1817, Werke VIII, S. 177): ,,Ich komme immer
mehr zu der Uberzeugung, daB die Notwendigkeit unserer Geometrie
nicht bewiesen werden kann, wenigstens nicht vom menschlichen Ver-
stande, noch fiir den menschlichen Verstand. Vielleicht kommen wir in
einem andern Leben zu anderen Einsichten in das Weésen des Raumes,
die uns jetzt unerreichbar sind. Bis dahin miiite man die Geometrie
nicht mit der Arithmetik, die rein a priori steht, sondern mit der Mecha-
nik in gleichen Rang setzen.® Oder 1830 an Bessel (ebenda, S. 201):
,,Wir miissen in Demut zugeben, daBl, wenn die Zahl blof unseres
Geistes Produkt ist, der Raum auch auBer unserem Geiste eine Realitét
hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht vollstindig vorschreiben konnen*.

Helmholtz zeigt, daBB die beiden Teile der Kantischen Lehre
vom Raum: 1. der Raum ist reine Form der Anschauung, 2. die
Wissenschaft vom Raum, die euklidische Geometrie gilt a priori,
nicht so eng miteinander verbunden sind, daB 2. aus 1. folgt. Er
ist bereit, 1. als einen richtigen Ausdruck des Sachverhalts zu
akzeptieren; doch konne daraus nicht mehr geschlossen werden,
als daB alle Dinge der AuBBenwelt notwendig rdumlich ausgedehnt
seien. Im Einklang mit Riemann weist er den empirisch-physika-
lischen Sinn der Geometrie nach und beruft sich dabei auf Newton,
der in der Einleitung zu den Principia erklérte: ,,Geometrie selbst
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hat ihre Begriindung in mechanischer Praxis und ist in der Tat
nichts anderes als derjenige Teil der gesamten Mechanik, welcher
die Kunst des Messens genau feststellt und begriindet.* Bestiinde
neben der ,,physischen Gleichwertigkeit* von RaumgréBen (S.135)
eine in transzendentaler Anschauung unmittelbar gegebene Gleich-
heit, so konnte die Ubereinstimmung der beiden Begriffe doch
nur eine Erfahrungstatsache sein, im Konfliktsfalle aber wiirde
die transzendentale Gleichheit ,,in den Rang einer Sinnestduschung
eines objektiv falschen Scheins herabgesetzt* (Wissensch. Abhdlg.
II, S. 654). Gegen das Argument, daB die nicht-euklidische Geo-
metrie keine Anschaulichkeit besitze, stellt er eine Definition des
Anschaulichen auf’: es sei dazu erforderlich, ,,die vollstindige Vor-
stellbarkeit derjenigen Sinneseindriicke, welche das betreffende
Objekt in uns nach den bekannten Gesetzen unserer Sinnesorgane
unter allen denkbaren Bedingungen der Beobachtung erregen und
wodurch es sich von anderen dhnlichen Objekten unterscheiden
wiirde.” Wir konnen auf die in § 17 gegebene Schilderung des
Verhéltnisses zwischen der objektiven Welt und ihrem subjektiven
Bild verweisen, wie es das lings einer Weltlinie sich bewegende
Punktauge auffaBt. Gegen das Argument, daBl in eine versuchte
experimentelle Priifung der Geometrie immer auch eigentlich
physikalische Aussagen iiber das Verhalten von starren Korpern
und Lichtstrahlen hineinspielen, ist zu sagen, daB die physikali-
schen Gesetze so wenig wie die geometrischen, jedes fiir sich, eine
Priifung in der Erfahrung zulassen, sondern die ,,Wahrheit* einer
konstruktiven Theorie nur im Ganzen gepriift werden kann.
Unter dem Einflul der modernen mathematisch-axiomatischen
Untersuchungen unterscheidet man zwischen dem ,,mathemati-
schen Raum‘‘, dessen Gesetze logische Folgerungen aus den will-
kiirlich angenommenen Axiomen sind, und dem ,,physischen
Raum®, dem Ordnungsschema der wirklichen Dinge, der als
integrierender Bestandteil in die theoretische Weltkonstruktion
eingeht. Manche Autoren stellen ihm noch den ,,Anschauungs-
raum’ zur Seite. Im Hinblick auf jene Unterscheidung meint
Einstein (Geometrie und Erfahrung, S. 3):,,Soweit sich die Sitze
der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht
sicher, und insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die
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Wirklichkeit.* Die allgemeine philosophische Entwicklung ist
aber seither so verlaufen, daB sich Kants Urteile a priori in zwei
Richtungen gespalten haben: auf der einen Seite in die ,,Wesens-
gesetze®, welche Fundierungszusammenhinge zwischen den Gege-
benheiten des BewuBtseins aussprechen, niemals aber den Anspruch
erheben, eine Aussage iiber Tatsachen zu involvieren (diese Linie
gipfelt in Husserls Phdnomenologie; das a prioriist hier viel reicher
als im Kantischen System); auf der andern Seite in die Prinzipien
der theoretischen Konstruktion, deren Ansetzung nach dem ex-
tremsten Standpunkt (Poincaré) auf bloBer Konvention beruht.

Auf die allgemeine Mathematik der Kontinua und der wichtig-
sten Strukturen, mit denen sie behaftet sein konnen, brauchen wir
hier nach dem im mathematischen Teil Gesagten nicht mehr
ndher einzugehen. Am physischen Raum kann man in einem
gewissen objektiven Sinne, der nicht wie die Kantische Unter-
scheidung die Erkenntnisquelle und Erkenntnisart betrifft, Mo-
menten a priori solche a posteriori entgegensetzen: nach dem
Riemann-Einsteinschen Standpunkt steht der einen absolut ge-
gebenen euklidisch-pythagoreischen Natur der Metrik, die nicht
teilhat an der unaufhebbaren Vagheit dessen, was eine verinder-
liche Stelle in einer kontinuierlichen Skala einnimmt, die gegen-
seitige Orientierung der Metriken in den verschiedenen Punkten
gegeniiber, der zufillige, von der Materie abhéingige, wechselvolle,
nur approximativ und unter Zuhilfenahme unmittelbarer anschau-
licher Hinweise auf die Wirklichkeit zu gebende quantitative Ver-
lauf des MabBfeldes. DaB3 etwas an der Struktur des extensiven
Mediums der AuBenwelt in diesem Sinne a priori ist, wird also von
der allgemeinen Relativitidtstheorie nicht schlechthin geleugnet,
nur die Grenze zwischen dem a priori und dem a posteriori wird
an eine andere Stelle verschoben. (Diese Gegeniiberstellung oder
Trennung ist, genau genommen, wie immer in #hnlichen Fillen,
so zu verstehen, daB sich aus dem Ganzen das apriorische Mo-
ment abheben 146t, welches das Ganze nicht erschopft; hingegen
existiert kein rein aposteriorischer Rest, der iibrigbliebe, wenn man
vom Ganzen den ersten Teil ,,substrahiert“.) Zum a priori der
Welt gehoren auBer und vor der einen Natur des MaBfeldes noch
ihre ein fiir allemal bestimmten topologischen Zusammenhangs-
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verhdltnisse, insbesondere die Dimensionszahi 4. Der quantitative
Verlauf des MaBfeldes gehorcht exakten Naturgesetzen, den Ein-
steinschen Gravitationsgesetzen, die dhnlich gebaut sind wie die
Maxwellschen Gesetze des elektromagnetischen Feldes. So hat
man innerhalb des a posteriori noch einmal zu trennen zwischen
der naturgesetzlichen Bindung und dem, was auch ihr gegeniiber
als frei, als zufillige Faktizitit erscheint. An Stelle der zwei-
gliedrigen tritt eine dreigliedrige Abstufung.

Erkennt man neben dem physischen einen Anschauungsraum an und
behauptet von ihm, daB seine MaBstruktur aus Wesensgriinden die
euklidischen Gesetze erfiille, so steht dies mit der Physik nicht in Wider-
spruch, sofern sie an der euklidischen Beschaffenheit der unendlich
kleinen Umgebung eines Punktes O (in dem sich das Ich momentan
befindet) festhilt: die Winkel, welche die Raumrichtungen der von den
einzelnen Sternen her im Punktauge eintreffenden Lichtstrahlen fiir
dasselbe bilden, geniigen in der Tat den Gesetzen der sphérischen
Trigonometrie im euklidischen Raum. Aber man mull dann zugeben,
daf die Bezichung des Anschauungsraumes auf den physischen um so
vager wird, je weiter man sich vom Ichzentrum entfernt. Er ist einer
Tangentenebene zu vergleichen, die im Punkte O an eine krumme
Flache, den physischen Raum, gelegt ist: in der unmittelbaren Um-
gebung von O decken sich beide, aber je weiter man sich von O entfernt,
um so willkiirlicher wird die Fortsetzung dieser Deckbeziehung zu einer
eineindeutigen Korrespondenz zwischen Ebene und Fliache. Darum
brauchte der Anschauungsraum als solcher nicht vagen Charakter zu
tragen. Der Anschauungsraum iiberbriickt ja auch die durch das doppel-
dugige Sehen begriindeten Diskrepanzen nicht durch einen schwanken-
den Kompromif3 (solange nicht durch besonders extreme Umstinde
oder durch die Achtsamkeit auf die Gesichtswahrnehmungen als solche
der ,,Wettstreit der Sehfelder** ausbricht), sondern ist anschaulich von
ungetritbter Klarheit; obschon sich der Sachverhalt in der objektiven
Konstruktion nur als ein Kompromif3 darstellen 1483t. Die Aussagen
iiber den Anschauungsraum sind so wenig maBgebend fiir den physi-
schen, wie etwa die Aussage, daB die gesehene Farbe Orange dem Gelb
,,hdher* stehe als dem Blau, auf eine Metrik des Farbraumes mit exakten
metrischen Gesetzen hinweist ; besitzt doch der Farbraum, wie wir sahen,
lediglich eine ,,projektive Struktur® (§ 12).

Fiir die apriorischen Elemente am Raum entsteht die Aufgabe,
sie in ihrer Eigenart und Sonderstellung unter den allgemeineren
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Moglichkeiten, welche die formalisierende Mathematik aufdeckt,
aus Vernunftgriinden zu begreifen. So gibt es drei verschiedene
Moglichkeiten fiir die Natur einer vierdimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit, je nachdem nimlich die metrische Funda-
mentalform 0, 1 oder 2 negative Dimensionen besitzt. Entspriache
die Welt dem Falle 0, so wiirde iiberhaupt keine Wirkungsaus-
breitung von einem Weltpunkte O aus moglich sein, im Falle 2
aber wiren Vergangenheit und Zukunft zu einem einzigen Welt-
gebiet verschmolzen. So kann man die Tatsache, daB fiir die Natur
des MaBfeldes in der wirklichen Welt der mittlere Fall 1 zutrifft,
mit der Notwendigkeit einer Kausalstruktur begriinden, welche
ein Ich handelnd und leidend mit der Welt zu verbinden ge-
stattet in solcher Weise, da} Vergangenheit und Zukunft, Ge-
wuBtes und Gewolltes, sich trennen. Ebenso hat man von der
n-dimensionalen euklidischen oder Riemannschen Geometrie her,
die sich durch zwingende Formalisierung aus der dreidimensiona-
len ergab (§ 12), zu fragen, aus welchen inneren Griinden der
wirkliche Raum gerade den Fall n = 3 realisiert. Aristoteles hat
darauf einige Antworten gegeben, die noch ganz dem mythischen
Denken angehdren. Galilei bespricht und verwirft sie zu Anfang
seines ,,Dialogs‘‘. Die Losung, die er selber gibt, ist nur eine klarere
Fassung des Problems, aber keine Antwort. Am aussichtsreichsten
erscheint mir, daB die theoretische physikalische Konstruktion
zu solchen Griinden fithren wird'). So kann man mit Hilfe der
sofort auf den n-dimensionalen Raum zu iibertragenden Wellen-
gleichung des Lichtes zeigen, daB nur in einem Raum ungerader
Dimensionszahl beim Ausléschen einer Kerze um die Kerze herum
(in einem Umkreis, dessen Radius mit Lichtgeschwindigkeit
wichst) Dunkelheit eintritt; dadurch ist wenigstens ein wichtiger
innerer, die Wirkungsausbreitung betreffender Unterschied zwi-
schen gerader und ungerader Dimensionszahl statuiert. Nach einer
von mir aufgestellten Theorie, die das elektrische Feld organisch
mit dem MaBfeld verkniipft, konnen nur in einer vierdimensiona-

1) Es ist wirklich beschdmend, mit was fiir naiven geometrischen Schnitzern
immer und immer wieder die Losung dieses tiefen Problemes versucht wird;
so noch zuletzt in Natorps ,,Logische Grundlagen der exakten Wissenschaf-
ten*, S. 303ff.



Das Raumproblem | 175

len Welt jene besonders einfachen und harmonischen Gesetze be-
stehen, die Maxwell fiir das elektrische Feld gewonnen hat. Dieses
Prinzip der ,,Eichinvarianz‘ gilt fiir keine andere Dimensionszahl.

Die Gruppenstruktur der euklidischen Drehungsgruppe (welche die
metrische Natur der Welt auch nach Riemann-Einstein beherrscht) ist
fiir die verschiedenen Dimensionszahlen grundsétzlich verschieden; man
kann daraus entnehmen, daB die Gleichgiiltigkeit der mathematischen
und physikalischen Gesetze gegen die Dimensionszahl in einer tieferen,
heute freilich von der Physik noch kaum angeschnittenen Schicht auf-
hort. Die Hoffnung auf eine dereinstige zwingende Losung unseres
Problems von hier aus ist darum wohlberechtigt. — Einen Versuch,
die Dreidimensionalitdt des Raumes aus seiner Funktion bei der Kon-
stitution der AuBlenwelt fiir das BewuBtsein begreiflich zu machen, hat
Bolzano unternommen (Abhdlg. d. Bohmischen Ges. d. Wissensch.
1843); er ist recht skurril ausgefallen. Aber auch ein neuerer Ansatz von
O. Becker in der gleichen Richtung bleibt noch ganz unbefriedigend.

Ein Weg, die Pythagoreische Natur der Metrik, die in der euklidi-
schen Drehungsgruppe zum Ausdruck kommt, gerade aus der Scheidung
des a priori und a posteriori heraus zu verstehen, ist vom Verf. ange-
geben worden: nur im Falle dieser Gruppe ndmlich bestimmt der an sich
zufillige quantitative Verlauf des MaBfeldes unter allen Umstinden,
wie er sich auch im Rahmen der a priori feststehenden Natur desselben
gestaltet haben moge, eindeutig die infinitesimale Parallelverschiebung,
das drehungsfreie Fortschreiten von einem Punkte in die Welt hinein.
Die Behauptung involviert einen tiefliegenden, der Gruppentheorie zu-
gehorigen mathematischen Satz, dessen Beweis von mir erbracht wurde.
Ich glaube, daB dieses so geldste Raumproblem im Rahmen der Rie-
mann-Einsteinschen Theorie die gleiche Rolle spielt wie das Helmholtz-
Liesche (§ 14) fiir den starren euklidischen Raum. Vielleicht 148t sich
das Postulat der eindeutigen Bestimmtheit des ,,gerade-Fortschreitens*
auch aus den Anforderungen, welche die phinomenologische Konstitu-
tion des Raumes stellt, rechtfertigen; Becker mochte nach wie vor die
Bedeutung der euklidischen Drehungsgruppe fiir den Anschauungsraum
auf das Helmholtzsche Postulat der freien Beweglichkeit griinden. Wenn
in Ubereinstimmung mit einer Bemerkung in § 15 die Transformations-
gruppe 4, in 3 oder 4 Dimensionen als Darstellung einer abstrakten
Gruppe betrachtet wird, dann sollte auf die unterscheidenden Merk-
male der Struktur dieser abstrakten Gruppe mehr Betonung als auf
die spezielle konkrete Darstellung von 4, gelegt werden.
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II. Methodologie

19. Das Messen

Die im Gegensatz zur aristotelischen Philosophie in der Neu-
zeit sich durchsetzende Ansicht, daB ein Erkenntniszusammen-
hang in der wirklichen Welt nur gefunden werden kann, soweit
qualitative Bestimmungen auf quantitative zuriickgefiihrt werden,
ist fiir die Naturwissenschaft von fundamentaler Wichtigkeit
geworden. Wir finden sie bei Kepler: ,,Ut oculus ad colores, auris
ad sonos, ita mens hominis non ad quaevis sed ad quanta intelligenda
condita est.” Das MaB unserer Erkenntnis liegt in ihrer Annéihe-
rung an die ,,nudae quantitates*. Und Galilei spricht explizite als
seinen Grundsatz aus: ,,Alles messen, was meBbar ist, und ver-
suchen meBbar zu machen, was es noch nicht ist.* Eine glinzende
Bewidhrung des zweiten Teils dieses Postulats ist seine Erfindung
des Thermometers. — Worin besteht aber der Vorgang des Mes-
sens ? Nehmen wir als Beispiel etwa die frdge Masse!

Nach Galilei schreibt man zwei Korpern die gleiche trige
Masse zu, wenn keiner den andern iiberrennt, falls man sie mit
gleichen Geschwindigkeiten gegeneinander jagt (sie mogen beim
Zusammenstof3 aneinander kleben bleiben). Hier handelt es sich
also um eine Definition durch Abstraktion. Die physikalisch defi-
nierte Massengleichheit ist, wie an der Erfahrung gepriift werden
muB, eine Beziehung vom Charakter der Gleichheit (§ 2). AuBer-
dem ist durch das Experiment festzustellen, daB sie von den Neben-
umstédnden des definierenden Prozesses, ndmlich der Geschwindig-
keit des ZusammenstoBes unabhingig ist. Mit der Gleichheit,
dieser ersten Erfordernis des Messens, ist meistens ohne weiteres
die Beziehung des grdfer und kleiner gegeben: von den beiden
Korpern hat derjenige die groBere Masse, welcher den anderen
bei gleicher Geschwindigkeit iiberrennt. Endlich aber muf3 ein
ProzeB der Addition gegeben sein; er besteht im Falle der Massen
einfach im Zusammenfiigen der Ko6rper. Unter Voraussetzung
gewisser Axiome iiber diese Grundbegriffe, die z. B. Helmholtz
in seinem wiederholt zitierten Aufsatz ,,Zihlen und Messen*
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bespricht, 148t sich auf sie eine MaBskala griinden, die jeden Wert
der in Frage stehenden GroBe durch eine Zahl charakterisiert.
Es kann dabei notig sein, eine bestimmte Mafeinheit willkiirlich
zu fixieren (hierin liegt dann ein neues Moment der Relativitét,
und so verhilt es sich z. B. bei den Strecken und Massen); unter
Umstdnden existiert aber auch eine natiirliche MaBeinheit, wie es
die Volldrehung im Gebiete der Winkel ist. Praktisch ist an die
Einheit die Forderung zu stellen, daB sie iiberall und zu allen
Zeiten moglichst exakt reproduzierbar sei.

Eine andere Art von GroBen als die eben besprochenen ,,ad-
dierbaren* treten als absolute oder Materialkonstanten in den
Naturgesetzen auf, welche funktionale Abhéngigkeiten zwischen
addierbaren GroBen statuieren. Dahin gehort z. B. der Bre-
chungsindex n, dessen Bedeutung durch das Snelliussche Brechungs-
gesetz klargelegt wird: Sinus des Einfallswinkels gleich #-mal dem
Sinus des Brechungswinkels (die in diesem Gesetz verbundenen
addierbaren GroBen sind die beiden Winkel). Helmholtz nennt
solche Konstante ,,intensive’* Grofien im Gegensatz zu den addier-
baren, den ,,quantitativen‘ Grdfen, intensive GroBBen sind insbe-
sondere alle Wertbestimmungen von Eigenschaften.

Ein gutes Beispiel ist die Temperaturmessung. Gleiche Temperatur
haben solche Korper, welche im Zustande der Beriihrung aneinander
keine Verdnderung hervorbringen. Es ist eine durchaus nicht selbst-
verstindliche, sondern aus der Erfahrung zu entnehmende Tatsache,
daB3, wenn 4 mit B und B mit C gleiche Temperatur besitzt, auch A
und C gleiche Temperatur haben. Eine Addition, die zu einer bestimm-
ten MefBskala fithren wiirde, gibt es im Gebiete der Temperaturen nicht.
Auf Grund der Erfahrung, dal Korper ungleicher Temperatur aneinan-
der Langendnderungen hervorbringen, half man sich dadurch, daB man
die Temperatur durch die Linge eines mit dem zu messenden Korper
in Beriihrung gebrachten Normalkoérpers bestimmte. Diese Festlegung
der Temperatur ist stets reproduzierbar und unabhingig von der Vor-
geschichte, wihrend der Temperatursinn uns einen Ko6rper von physi-
kalisch konstanter Temperatur bald warm, bald kalt empfinden 148t,
je nachdem welchen Wirmegraden unsere Haut unmittelbar vorher
ausgesetzt war. Auch fiihlen sich Holz und Eisen gleicher Temperatur
verschieden an: wenn warm, so Eisen wirmer; wenn kalt, so Eisen
kilter; die duBere Wirmeleitfahigkeit ist dafiir physikalisch mitbestim-
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mend. Der objektive Temperaturbegriff entfernt sich also ziemlich weit
von den Gegebenheiten des Warmesinns. Die Temperaturskala ist von
dem gewdhlten Normalkorper abhéngig; jedoch verhalten sich wenig-
stens alle Gase anndhernd gleich; ihr Verhalten kann mit geringen
Fehlern durch ein einfaches Gesetz beschrieben werden, das man nun
als charakteristisch fiir ein ,,ideales Gas* ansetzt. Aber erst dadurch,
daB aus diesem Gesetz des idealen Gases unter Zuhilfenahme eines
allgemeinen Prinzips der sog. zweite Hauptsatz der Thermodynamik
abgeleitet wurde, der fiir alle Korper gilt, wurde es moglich, die Skala
des idealen Gasthermometers zu realisieren. Die absolute Temperatur
ist danach, auBer durch die Aussage, daB Korper gleicher Temperatur
denselben Temperaturwert T haben, dadurch gekennzeichnet, daB fiir
jeden unendlich langsam verlaufenden KreisprozeB das Integral iiber
dQ/T null wird, wo dQ die in den einzelnen unendlich kleinen Schritten
des Kreisprozesses zugefiihrte energetisch gemessene Wirmemenge,
T jeweils die im betreffenden Augenblick herrschende Temperatur be-
deutet (W. Thomson 1848). Die Wiarmemenge ist eine addierbare, die
Temperatur also im Helmholtzschen Sinne eine intensive GréBe. IThre
Definition ist eine implizite, welche die Geltung gewisser Naturgesetze
mit einschlieBt; sie 14Bt nur noch die MaBeinheit, nicht aber den Null-
punkt willkiirlich. Vielmehr ist 7 notwendig stets positiv, es gibt einen
absoluten Nullpunkt der Temperatur (bei der iiblichen Wahl der MaB-
einheit liegen Gefrier- und Siedepunkt des Wassers unter Atmosphéiren-
druck bei 2739, bzw. 373° der absoluten thermodynamischen Skala).

Auf der Relativitit der GroBenbestimmungen in bezug auf eine
willkiirlich zu wihlende MaBeinheit beruhen die Gesetze der ,,mechani-
schen Ahnlichkeit*, iiber die Galilei am zweiten Tag seiner Discorsi
spricht. Sie erlauben z. B. an kleinen Modellen iiber die wirklichen
Geschehnisse Auskunft zu erhalten, wie man an einem kleinen Modell
eines Dreiecks, dessen Winkel bekannt sind, die Seitenverhiltnisse ab-
lesen kann. Spielt bei einem Schwimm- oder Flug-Problem die Reibung
des Mittels (Wasser oder Luft) eine Rolle, so muf3 man beim Ubergang
zum Modell im allgemeinen auch das Medium durch ein solches von
entsprechend gednderter Zihigkeit ersetzen. Freilich haben die physi-
kalischen Ahnlichkeitssitze ihre Grenzen. So bleibt nach dem Ansatz
der speziellen Relativitdtstheorie nur eine willkiirliche Lingeneinheit
fiir Raum und Zeit iibrig, die Lichtgeschwindigkeit ¢ wird zur absoluten
Geschwindigkeitsnorm. Freilich ist die Existenz einer absoluten Einheit
fiir die Geschwindigkeiten in der Relativititstheorie nicht absonder-
licher als die Existenz einer absoluten Winkeleinheit in der Geometrie.
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Sie ist lediglich eine Konsequenz aus der metrischen Struktur der vier-
dimensionalen Welt. Wird die Gravitationskonstante hinzugefiigt, so
bleibt fiir alles physikalische Messen nur noch eine Einheit, die willkiir-
lich gewdhlt werden muB, etwa die Sekunde als Zeiteinheit. So weit
kann man ohne Beriicksichtigung der atomistischen Struktur der
Materie gelangen. Uber die Atomtheorie und die aus den Atomgesetzen
zu gewinnenden absoluten Naturkonstanten s. § 22 e (S. 234) und An-
hang F.

Zur Theorie des Messens gehort die Frage, wie es mdglich ist,
Groffen viel genauer festzulegen, als ihre unmittelbare sinnliche
Unterscheidbarkeit zuldfst. Was fiir einen Sinn hat es, zwei Gelb-
nuancen (etwa die Gelbs der beiden benachbarten D-Linien im
Natriumspektrum) zu unterscheiden, die sinnlich ununterscheid-
bar sind ? Ein einfaches Beispiel dafiir ist die genaue Bestimmung
der Zeitdauer einer Pendelschwingung; man wartet etwa 1000
Pendelschwingungen ab und dividiert die gesamte Zeit durch 1000.
Die Genauigkeit ist dadurch auf das Tausendfache derjenigen ge-
stiegen, die bei Beobachtung einer einzigen Schwingung zu erzielen
wire. Dabei ist freilich eine theoretische Voraussetzung gemacht:
nédmlich die, daB alle einzelnen Schwingungen gleiche Zeitdauer
besitzen. Aber ebenso wie die auf indirektem Wege gewonnene
Behauptung iiber die Zeitdauer der einzelnen Schwingung ist auch
diese Voraussetzung fiir den Intuitionisten, der die Grenze der
sinnlichen Genauigkeit respektiert und sie nicht ums Tausend-
fache iiberschreiten will, ,,sinnlos*. Dennoch kann man sie in ge-
wisser Weise durch die Konstatierung bestitigen, daB3 die Zeit-
dauer von m aufeinander folgenden Schwingungen sich zu der von
n Schwingungen (2 und » groBe ganze Zahlen) so verhilt wie m:n,
natiirlich innerhalb der Genauigkeitsgrenzen der direkten Beob-
achtung (die Priifung wird an mehreren beliebig herausgegriffenen
Schwingungsserien vollzogen). Allgemein steht es hier so: Durch
die exakten Gesetze der zugrunde gelegten Theorie steht die zu
bestimmende GroBe x mit manchen anderen in funktionalen
Abhiéngigkeiten. Durch ihre Beobachtung konnen Schliisse auf
den Wert von x gezogen werden, die x genauer zu ermitteln ge-
statten als durch seine direkte Beobachtung. Die Bewidhrung der
zugrunde gelegten Theorien besteht darin, daB3 innerhalb der zu
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erwartenden Fehlergrenzen alle indirekten Methoden der Be-
stimmung von x zum gleichen Resultat fithren. Insbesondere
bestimmt sich eine Tatsache um so genauer, je weiter ihre kausalen
Folgen in der Zeit sich entwickeln. Eine zunidchst gar nicht merk-
bare Richtungsverschiedenheit zweier Geschosse fiihrt schlieBlich
zu den deutlichsten Unterschieden: das eine trifft, das andere
nicht. Es ist aber daran festzuhalten, daB jede solche indirekte
Wertbestimmung, jede Setzung eines sinnlich nicht vorhandenen
Unterschiedes nur auf Grund von Theorien moglich ist, deren
Verifikation dadurch geschieht, daB sie in allen ihren numerischen
Konsequenzen gepriift werden und Einstimmigkeit ergeben.
(Andernfalls zwingt die Beobachtung zur Modifikation der Theo-
rie.)

Die ganze indirekte Methodik der Experimentalphysik gehort hier-
her, von den einfachsten Hilfsmitteln angefangen, dem Nonius, den
Spiegelreflexen zur Messung kleiner Ausschlidge, den rotierenden Spie-
geln, mit Hilfe deren man die tonerzeugenden Schwingungen leuchtender
Korper auflost, dem Mikroskop, bis zum Raffinement der modernen,
der Atomforschung dienenden Versuchsanordnungen, die dazu vor-
dringen, das einzelne Atom (oder «-Teilchen) isoliert durch seine Wir-
kung ,,sichtbar zu machen®. Eine interessante Ubersicht und einen
Versuch zur Ordnung der verschiedenen dabei angewandten methodi-
schen Prinzipien gibt Mach in dem Kapitel ,,Das physische Experiment
und seine Leitmotive* in ,,Erkenntnis und Irrtum® (1905). Hier liegt ein
Hauptbetétigungsfeld fiir die Erfindungskraft des Experimentalforschers.

Wenn sich so auch die Ansicht rechtfertigen 148t, daB3 die Welt
viel bestimmter ist, als sie den Sinnen erscheint, ja dal3 sie absolut
bestimmt ist, so wire diese absolute Bestimmtheit irgendeines
von mir selber leibhaftig miterlebten Weltstiicks doch nur zu ge-
winnen, wenn ich die Fortentwicklung bis ans Ende aller Zeiten
(zusamt der Vollendung der die exakten Gesetze liefernden theo-
retischen Physik) abwartete; sie ist also eine Grenzidee und durch-
aus keine Gegebenheit. Leibnizens Gedanke der pristabilierten
Harmonie — den er selber durch das Beispiel zweier voneinander
unabhéngiger Uhren illustriert, die nicht darum immer gleich
gehen, weil sie aufeinander gleichrichtende Einfliisse ausiiben,
sondern weil sie genau gleich gebaut sind — widerstreitet daher
dem Wesen des Kontinuums. Hume setzt im Treatise auseinander,
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daB die Verschiarfung der MaBangaben auf einer gegenseitigen
und fortlaufenden Berichtigung beruhe, ,,der Begriff der Berich-
tigung liber das hinaus, was wir mit Instrumenten und kiinstlichen
Mitteln erreichen kénnen*, der absolut genaue Mafstab aber
»eine bloBe Fiktion* sei, ,,ebenso nutzlos als unverstindlich*
(Teil II, Abschnitt 4). Dennoch versteht man in diesem Zusam-
menhange auch die Notwendigkeit und Zweckmifigkeit einer
exakten Mathematik: die exakte Theorie bildet das Geriist fiir die
approximativen Verifikationen. Legen wir z. B. die euklidische
Geometrie als Raumtheorie zugrunde, so sind wir mit dem Satz,
daB die Diagonale zur Seite des Quadrats sich verhalte wie }/2:1,
fiir alle Zukunft geriistet, gegeniiber allen weiteren Verschirfun-
gen der direkten und indirekten Messungsmethoden; er fiihrt uns
zu immer neuen Voraussagen (approximativen Charakters) oder
zu immer feineren Kriterien fiir die MeBkorper, welche den idea-
len Voraussetzungen der euklidischen Geometrie mit der jeweili-
gen Genauigkeit entsprechen sollen, die iiberhaupt der Lingen-
messung gegeben werden kann.

Neuerdings ist der didnische Geometer Hjelmslev fiir eine reine
Approximationsgeometrie eingetreten (Abhdlg. aus dem Mathem.
Seminar d. Univ. Hamburg, Bd. 2, S. I), mit den gleichen Argumenten
wie Hume, der u. a. bemerkte, daB die GewiBheit, ,,zwei gerade Linien
konnten keine Strecke miteinander gemein haben, immer eine deutlich
wahrnehmbare Neigung der beiden Linien gegeneinander voraussetze,
daBl dagegen, wenn der Winkel, den sie bilden, sehr klein ist, uns das
Musterbild einer geraden Linie fehlt, das genau genug wire, um uns
die Wahrheit des Satzes mit Sicherheit erkennen zu lassen‘* (Treatise,
Teil III, Abschn. 1). Aber wenn Hjelmslev dann den Pythagoreischen
Lehrsatz formuliert: ,,In einem rechtwinkeligen Dreieck lassen sich die
Seiten so durch Zahlen fixieren, daB das Quadrat der Hypotenusenzahl
der Summe der Quadrate der beiden Katheten gleich wird*, so zeigt
sich bereits hier der Gedanke, durch die fiir unverletzlich erkldrte, zum
exakten Gesetz erhobene Funktionalverkniipfung, die der gewohnliche
Pythagoreische Lehrsatz ausspricht, den Spielraum der Unsicherheit
fiir die unmittelbar abzulesenden MaBzahlen zu verringern. Denkt man
nun weiter daran, daB dieselbe Strecke, die hier als Hypotenuse auftritt,
noch in unendlichvielen anderen Figuren als Bestandstiick fungieren
kann, mit deren tibrigen Teilen sie durch analoge Funktionalbeziehungen
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verkniipft ist, so kommt man genau zu der Auffassung vom Sinn einer
exakten Theorie, welche die konstruktive Physik beherrscht. Hjelmslev
hat tibrigens viel zu sehr nur die gezeichneten Figuren an der Wandtafel
im Auge und vergiBt viel zu sehr, daB die Geometrie zugleich ein ideelles
Fundament abgeben soll fiir Astronomie und Atomphysik. Konstruktive
Wissenschaft kann sich den Brouwerschen Intuitionismus gefallen lassen,
der Hume-Hjelmslevsche Sensualismus, der prinzipiell das unmittelbar
Gegebene, ohne es doch durchfiihren zu kdnnen, zum allein Wirklichen
machen will, ist todlich fiir sie.

Das Messen, wie wir es bisher betrachteten, beruhte darauf,
daB in vielen Fillen physikalische GroBen jene bestimmten Axio-
men geniigenden Begriffe der Gleichheit und der Addition dar-
bieten, welche ihre Werte auf eine Zahlenskala projizieren. ,,Auf
diese Art“, sagt Maxwell (Scient. Pap. Vol. 1, S. 156), ,,sind alle
Anwendungen der Mathematik in der Wissenschaft auf Beziehun-
gen zwischen den Gesetzen der physikalischen Gréen zu denen
der ganzen Zahlen gegriindet.” Wie wichtig die besprochene be-
sondere Art der Einfithrung von Zahlsymbolen in die Natur-
wissenschaft auch sein mag, so darf ihr dennoch, wie es scheint,
keine prinzipiell ausgezeichnete Rolle zugeschrieben werden. Wenn
man in einem Kontinuum die Grundlage fiir eine arithmetische
Unterscheidung der einzelnen Stellen dadurch schafft, da3 man
ein Teilungsnetz {iber das Kontinuum spannt, das in allen seinen
Stufen der Verschérfung und Verfeinerung in weitem MaBe frei,
wenn auch nach festem kombinatorischen Schema zu wihlen ist,
so verfahrt man anders, viel ungebundener als im Falle des eigent-
lichen Messens. Und die Messung vieler physikalischer Zustands-
groBen (die nicht Skalare, sondern Vektoren oder ,,Tensoren‘
sind wie z. B. das metrische Feld) ist erst relativ zu einem so will-
kiirlich in die Welt hineingetragenen Koordinatensystem moglich.
Jenes freie Hineintragen der Koordinaten und dieses auf der Ad-
dition gleicher Elemente beruhende Messen mogen typisch sein
fiir die Substrate, auf welche die beiden Methoden Anwendung
finden: die erste auf die Form, die zweite auf den Inhalt der Welt.
Worauf es beim Messen aber eigentlich ankommt, ist doch allein
die symbolische Darstellung; auch die Zahlen sind nicht die einzi-
gen brauchbaren Symbole. Ein wesentlicher und allgemeiner Zug
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des Messens ist es ferner, daB3 es (relativ zu den angenommenen
MeBfundamenten) die Dinge auf begriffliche Weise, symbolisch,
zu geben gestattet. Ist ein Stiick der unendlichen euklidischen
Ebene materiell durch eine ebene Metallplatte realisiert, so konnen
wir zunichst nur im Bereich der Platte Orter festlegen durch An-
bringung qualitativ unterschiedener, immer wieder erkennbarer
materieller Marken auf der Platte. Wenn aber ein rechtwinkliges
Achsenkreuz mitsamt einer Einheitsstrecke in sie eingeritzt ist, so
konnen wir nicht nur (,,ideell* und auf Grund einer Theorie tiber
das Verhalten starrer MaBstidbe) ein beliebig feinmaschiges Netz
wohlcharakterisierter Orter durch Koordinatenangaben tiiber sie
ausbreiten; sondern diese indirekte Methode gestattet uns sogar,
die Grenzen der materiellen Basis zu iiberschreiten und solche
,,Zahlmarken‘ auch in die jenseits der materiellen Insel sich er-
streckende leere Ebene hinauszusetzen. So benutzen wir die Erde
als Mefbasis fiir den astronomischen Raum. — Endlich zeigt sich
im Messen das Bestreben, die unmittelbaren sinnlichen Feststel-
Iungen, die natiirlich nie ausgeschaltet werden konnen, wenn irgend
moglich auf die allersicherste und genaueste unter ihnen zuriick-
zufithren, ndmlich auf die Feststellung raumzeitlicher Koinzidenzen
(man sucht also z. B. den subjektiven Vergleich von Farben und
Helligkeiten auszuschalten). Jede Messung soll schlieBlich darauf
hinauslaufen, daBB eine Marke auf einer Skala (ein beweglicher
Zeiger o. dgl.) mit einer bestimmten Marke auf einer zweiten Skala
koinzidiert. Bei einer astronomischen Beobachtung geschieht die
Ablesung am Teilkreis auf solche Weise, wihrend die Einstellung
des Instruments auf den Stern eine durch Zwischenschaltung des
Lichtes modifizierte Koinzidenz benutzt: die Deckung von Stern
und Fadenkreuz.

20. Die Begriffsbildung

Dilthey schildert in dem Aufsatz iiber ,,die Autonomie des
Denkens im 17. Jahrhundert®, den man im 2. Band seiner ge-
sammelten Schriften findet (3. Aufl. 1923), den Aufstieg der Me-
chanik bis Galilei. ,,Galilei kam. In ihm folgte auf mehr als zwei



Die Begriffsbildung | 185

Jahrtausende von Beschreibung und Formbetrachtung der Natur,
die nun in dem Weltbild des Kopernikus einen Abschluf3 gefunden
hatte, das Studium einer wirklichen Aralysis der Natur. Fiir diese
Analysis ist entscheidend die Isolierung der einfachen Vorginge
in der Komplexitit des Geschehens, die Zerlegung des einmaligen
Weltablaufs in einfache immer wiederkehrende Elemente. Die
Formel dissecare naturam hatte schon Bacon aufgestellt. ,,Allein
die Mathematiker haben es zur GewiBheit und Evidenz gebracht,
weil sie vom Leichtesten und Einfachsten ausgegangen sind* (Des-
cartes, de methodo). Die Macht der Naturwissenschaft liegt nicht
zum wenigsten darin begriindet, daf} sie verzichtete, ein ,,System
der Natur® in einem Zuge zu entwerfen, sondern sich mit unend-
licher Geduld zu den kleinen Einzelfragen herablieB, diese aber
einer restlosen Analyse zufiihrte. Descartes selber freilich siindigte
in dieser Hinsicht noch kriftig gegen jene von ihm selbst gemachte
methodische Bemerkung; Galileis Uberlegenheit iiber ihn auf dem
Felde der Naturwissenschaft liegt zum Teil darin, daB3 Galilei durch
seine Untersuchungen iiber die Fallgesetze Ernst machte mit der
Enthaltsamkeit und Beschrinkung, die ,,den Meister zeigt*!). —
Folgende Etappen des Verfahrens der Zerlegung in einfache Ele-
mente, deren erste drei noch der vorwissenschaftlichen Stufe an-
gehoren, kann man unterscheiden.

1. Zerschneidung der dreidimensionalen rdumlichen Wirklichkeit in
einzelne, je eine anschauliche Einheit bildende, rdumlich getrennte, ver-
héltnismiBig bestindige Teilsysteme ( Kdrper oder Dinge) ; die Vorginge
an solchen werden, solange die fortschreitende Analyse nicht zu Korrek-
turen zwingt, als voneinander urabhdngig betrachtet. Hand in Hand
damit: eine Zerschneidung der vierdimensionalen raumzeitlichen Wirk-
lichkeit in einzelne raumzeitlich getrennt verlaufende, in sich zu anschau-
licher Einheit zusammengeschlossene Ereignisse.

2. Auffassung eines anschaulich erlebten Vorganges als zustande
gekommen durch raumzeitliches Zusammentreffen und Verschmelzen
mehrerer einfacher Phinomene (deren jedes einzelne, wenn man die
andern ,,durchstreicht oder durch ,,normale Umstidnde‘ ersetzt, sich
in anders gearteten Wahrnehmungen als die Gesamterscheinung bekun-
den wiirde; z. B. Sonnenuntergang hinter einer goldumrianderten Wolke).

1) ,.In der Beschrinkung zeigt sich erst der Meister* ist eine bekannte
Zeile aus Goethes Gedicht ,,Natur und Kunst*.
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3. Erfassung des Soseins, Abhebung der unselbstindigen Teile der
Phidnomene, ihrer charakteristischen Ziige und Merkmale. Darauf
griindet sich das Zusammenordnen von Ahnlichem, das Unterordnen
unter Begriffe, die Klassifikation, welche sich an der immer reicher
werdenden Erfahrung korrigiert und so immer besser das wahrhaft
Wesentliche vom Unwesentlichen scheidet und zu immer ,,natiirlicherer*
Klassenbildung fortschreitet. Ein Begriff ist um so wesenhafter, je mehr
Konnotationen er nach dem Zeugnis der Erfahrung mit sich fiihrt, je
mehr nicht im Begriff selber enthaltene Merkmale den unter ihn fallenden
Objekten erfahrungsgemil gemein sind (Mill).

4. Man bleibt nicht bei anschaulich abhebbaren Elementen stehen,
sondern fafit eine Reihe stets zusammen auftretender Beschaffenheiten
als Anzeichen eines verborgenen Etwas auf: dies fiihrt zu hypothetischen
Elementen, wie z. B. den Atomen, den Kriften, dem elektromagnetischen
Feld. Aber nicht nur die vorfindbaren Beschaffenheiten, sondern auch
die Verhaltungsweisen eines Systems beim Zusammenbringen mit
anderen lernt man deuten als Bekundungen derartiger Elemente und
ihres intensiven oder quantitativen Wertes (dies ist das Wesen der
,,Reaktion*, des Experiments). Und endlich scheut man sich auch nicht,
das anschaulich schlechthin Einfache hypothetisch zu zerlegen, z. B.
das weiBle Sonnenlicht in die Spektralfarben; oder die Beschleunigung,
welche ein Planet erfdhrt, in die Teilbeschleunigungen, welche ihm die
Sonne und die iibrigen Planeten einzeln erteilen. Es ist klar, da3 mit der
Zerlegung auch die synthetischen Prinzipien aufgedeckt werden miissen,
gemidl denen die Elemente zum Ganzen vereinigt sind (Beispiel: Resul-
tantenbildung von Kriften).

Uberall mit dem Einfachsten beginnend, findet man nun
zwischen den so gewonnenen Elementen, die in allen Erscheinungen
wiederkehren, zwischen ihren Wertvariationen feste, quantitativ
zu erforschende, durch mathematische Funktionen ausdriickbare
gesetzmiBige Beziehungen. Und zwar ist das Entscheidende: je
weiter die Analyse fortschreitet, in je feineren Details also die Vor-
géinge erfaBt und in je feinere Elemente sie zerlegt werden, um so
einfacher — nicht, wie man erwarten sollte, um so komplizierter —
werden diese gesetzmidBigen Grundbeziehungen, und um so voll-
stdndiger und genauer erkliren sie den tatsdchlichen Verlauf. Und
nur an Hand dieser Analyse ergeben sich auch die richtigen Be-
griffe, mit Hilfe deren die objektive Natur zu beschreiben ist und
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die durchweg an bestimmte Tatsachen und geltende Naturgesetze
gebunden erscheinen.

Was zwingt uns, die einheitliche weiBe Farbe in der Physik als ein
Zusammengesetztes zu denken? Das Kausalgesetz, der Grundsatz, daB
Gleiches unter gleichen Umstdnden die gleichen Reaktionen hervorruft.
Er fordert, dal zwei Farben, die sinnlich als das gleiche WeiB erscheinen,
»verborgene® Unterschiede aufweisen, da sie beim Durchgang durch
dasselbe Prisma verschiedene Spektren liefern. (Im Prinzip geschieht
hier nichts anderes, als wenn wir zwei gleich aussehende Kugeln, die
verschiedene Tragheit und Schwere zeigen, aufschneiden und in der
einen einen grauen Bleikern entdecken.) Man wird finden, daB man die
im weiflen Licht verborgene Mannigfaltigkeit am zweckmaBigsten durch
die Angabe dieses Spektrums mit seiner Intensititsverteilung beschreibt.
Zunéchst mischt sich hier noch der zur Reaktion benutzte Apparat, das
Prisma mit seinen speziellen Eigenschaften ein, und man muB, indem
man das Prisma nach Form und Substanz variiert, erst lernen, beide
Einfliisse voneinander zu sondern: so kommt man zu der vom Prisma
unabhéngigen Wellenldngen-Skala im Spektrum. An dem Beispiel der
ponderomotorischen Kraft, welche ein Probekorperchen in einem von
geladenen Konduktoren erzeugten Felde erleidet, haben wir oben ein
derartiges Trennungsverfahren geschildert. Polarisiertes Licht von
bestimmter Spektralfarbe und Intensitit aber erweist sich als etwas
Einfaches, weil sein Verhalten in allen Reaktionen durch die angefiihrten
Merkmale vollstdndig bestimmt ist.

Ein typisches Beispiel physikalischer Begriffsbildung ist der
Galileische Massenbegriff. Wir erwihnten bereits oben das Kri-
terium fiir Massengleichheit. Hierin erscheint der Begriff des Im-
pulses als primér gegeniiber dem der Masse. Zwei sich gegenein-
ander bewegende Korper (die beide nach dem Trigheitsgesetz
eine gleichférmige Translation vollfithren) haben entgegengesetzt
gleichen Impuls, wenn beim ZusammenstoB keiner den anderen
iberrennt; zwei Korper haben gleiche Masse, so wiederholen wir
das Galileische Kriterium, wenn sie bei gleichen Geschwindig-
keiten gleiche Impulse besitzen. Es handelt sich also um einen
konstruktiven Begriff im Sinne der Schilderung auf S.56. An
Stelle oder neben die rein intellektuellen Manipulationen im Reiche
der Zahlen treten hier in der Sphire der Wirklichkeit aber reale
(oder wenigstens real mogliche) Experimente, deren Ausfall zur
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Wertbestimmung von Merkmalen benutzt wird. Ein Schritt von
groBler Tragweite war damit getan. Nachdem die Materie aller
sinnlichen Qualitidten entkleidet war, schien es zunichst, als konne
man ihr nur noch geometrische Figenschaften beilegen; ganz kon-
sequent ist hierin Descartes. Aber nun zeigt sich, daB3 man aus der
Bewegung und ihrer gesetzmiBigen Verdnderung bei Reaktionen
andere zahlenmédBige Charakteristika der Korper ablesen kann.
Es offnete sich damit, iiber Geometrie und Kinematik hinaus, die
Sphdre der eigentlich mechanischen und physikalischen Begriffe.
Im Grunde steckt in der Galileischen Massendefinition das Impuls-
gesetz: , Finem isolierten Korper (der in gleichformiger Bewegung
begriffen ist) kommt ein bestimmter Impuls zu & = mb, d. i. ein
mit seiner Geschwindigkeit v gleichgerichteter Vektor. Die Impuls-
summe der einzelnen Korper eines isolierten Systems vor einer
Reaktion ist gleich der Impulssumme nach der Reaktion. Indem
man die beobachteten Bewegungen diesem Gesetz unterwirft, er-
hélt man Daten zur numerischen Bestimmung der Verhéltnisse
zwischen den Massen m der verschiedenen Korper vor und nach
der Reaktion. Der konstruktiven Naturwissenschaft ist die allge-
meine Aufgabe gestellt: den Gegenstinden solche quantitativen
Merkmale zuzuweisen, die jeweils nur von dem betreffenden Gegen-
stand abhdngen, wenn sie auch nicht direkt an ihm erkannt werden
konnen, daf ihr Verhalten unter Umstinden, welche durch eben-
solche Merkmale gegeben werden, auf Grund der Naturgesetze ein
vollig bestimmtes und voraussagbares ist. Die implizite Definition
der Merkmale ist an diese Gesetze gebunden. So erfiillt die Wissen-
schaft das (unter Zugrundelegung der sinnlichen Eigenschaften
nicht erfiillte) Postulat, daf3 ,,alle Verdnderungen, welche sich an
den KoOrpern ereignen, ihren Grund in dem Wesen und den Eigen-
schaften der Korper selbst haben‘ (Euler, Anleitung zur Natur-
lehre, Cap. I, 2. Opera postuma 2, 1862). Die Tatsache, daB3 wir
die allgemeinen Prinzipien der Naturerkenntnis nicht finden, son-
dern mithsam erarbeiten, wurde besonders vom Konventionalismus
von H. Poincaré betont.

Zur zeitlichen Analyse des Reaktionsvorganges iibergehend,
wird man, da fiir einen isolierten Korper & der Impuls & zeitlich
konstant ist, die Anderung dieser GroBe pro Zeiteinheit 43/ dt, die
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Kraft, als MabB fiir die Einwirkung ansetzen, welche &£ von andern
Korpern ky, ko, ... erfdhrt. In der Tat erkannte Newton, daB3 die
Kraft sich additiv, nach dem Parallelogrammgesetz der Vektor-
addition, aus einzelnen Kriften zusammensetzt, weiche von je
einem der Korper ky, ks, ... auf k& ausgeiibt werden; in solcher
Weise, daf3 z. B. die Kraft, welche k; auf £ in einem Moment aus-
iibt, nur von dem Zustand dieser beiden Korper, ihrem Ort und
ihrer Geschwindigkeit im gleichen Augenblick abhidngt. Das ist
der reale Sinn der Zerlegung der einheitlichen Kraft in einzelne
Teilkridfte. Auf Grund der angegebenen Tatsachen kommt man
notgedrungen zu der Auffassung, dal die Definition ,,Kraft =
Ableitung des Impulses nach der Zeit* das Wesen der Kraft nicht
richtig wiedergibt, der wirkliche Sachverhalt vielmehr umgekehrt
liege: die Kraft ist der Ausdruck fiir eine selbstdndige, die Korper
zufolge ihrer inneren Natur und ihrer gegenseitigen Lage und Be-
wegungsbeziechung verkniipfende Potenz, welche die zeitliche An-
derung des Impulses verursacht. So palB3t sich die lebendig-meta-
physische Vorstellung der theoretischen Konstruktion an. Durch
das mechanische Grundgesetz der Bewegung wird der Physik die
Aufgabe liberbunden, die zwischen Korpern wirkenden Krifte in
ihrer Abhéngigkeit von Ort, Bewegung und innerem Zustand zu
erforschen. Der letztere wird in die Kraftgesetze mittels gewisser,
fiir den inneren Zustand der reagierenden Korper charakteristi-
scher Zahlen eingehen, wie z. B. die Ladung in das Coulombsche
Gesetz der elektrostatischen Anziehung und AbstoBung. So wird
der Kraftbegriff zu einer Quelle neuer mefbarer physikalischer Kenn-
zeichen der Materie.

Wenn das metaphysische Bild der Natur durch die Ergebnisse
der theoretischen Konstruktion, die in ihm anschaulich-lebendig
und dadurch die Weiterentwicklung fordernd zum Ausdruck kom-
men sollen, modifiziert wird, so liegt andererseits doch meistens
eine solche mit den Tatsachen in gliicklichem Einklang stehende
lebendige Vorstellung der konkreten Forschung bereits zugrunde.
Galilei sieht in den Bewegungsvorgang die dynamische Intensitit,
die StoBwucht, den impetus oder Impuls hinein; die Bewegung
erscheint ihm bedingt durch den Kampf zweier Tendenzen, der
Trdgheit und der den Korper aus seiner ihm durch die Trigheits-



190 | Methodologie

fihrung vorgeschriebenen Bahn ablenkenden Kraft; die Masse ist
der dynamische Koeffizient, gemi3 welchem die Trédgheit der ab-
lenkenden Kraft widersteht. Gerade mit Bezug auf Galilei bemerkt
Goethe in seiner Geschichte der Farbenlehre (4. Abteilung, Galileo
Galilei): ,,Alles kommt in der Wissenschaft auf das an, was man
ein Apercu nennt, auf ein Gewahrwerden dessen, was eigentlich
den Erscheinungen zum Grunde liegt. Und ein solches Gewahr-
werden ist bis ins Unendliche fruchtbar.” Aus dem richtigen
Grundaspekt ergeben sich an Hand der Detailforschung die rich-
tigen Grundbegriffe!

Von der logischen Form der Begriffsbildung in Mathematik und
Physik hat E. Cassirer in seinem Buche ,,Substanzbegriff und Funktions-
begriff* (1910) zu zeigen sich bemiiht, daB sie keineswegs dem Aristote-
lichen Schema entspricht. Definiert man in der ebenen analytischen
Geometrie die Ellipse durch ihre Gleichung, dadurch daB man eine
definite quadratische Form der Koordinaten = 1 setzt, so gewinnt man
daraus die einzelne Ellipse, wenn man fiir die unbestimmten Koeffizien-
ten der quadratischen Form — die in einem von vornherein abgesteckten
Bereich, dem Kontinuum aller reellen Zahlen, variieren — bestimmte
Werte einsetzt. Die Bemerkung Cassirers, daf3 bei dieser Art des Vor-
gehens der allgemeinere Begriff der reichere sei, ist nicht zu billigen;
denn die Eigenschaften der einzelnen Ellipse hidngen aufler von der
allgemeinen Form der Gleichung noch ab von den speziellen Werten der
Koeffizienten. Aber soviel ist richtig, daB hier die Einzelfille aus dem
allgemeinen dadurch gewonnen werden, daB den ,,Variablen bestimmte
Werte erteilt werden — innerhalb eines vollstdndig gegebenen oder der
freien Konstruktion ge6ffneten Spielraums. Der Vorgang des Aufstiegs
vom einzelnen Gegenstand zum Begriff geschieht bei Aristoteles dadurch,
daB einzelne abstrakte Momente an dem Gegenstand herausgehoben
werden, alles Ubrige ,,subtrahiert wird und die Ubereinstimmung in
jenen Momenten dafiir maBgebend ist, daB3 andere Gegenstdnde mit dem
gegebenen unter den gleichen Begriff, in die gleiche Klasse fallen. Dabei
hat man (wie etwa in der beschreibenden Botanik und Zoologie) von
vornherein nur die wirklich vorhandenen Gegenstinde im Auge und
richtet die Klassenbildung so ein, daB3 die Begriffe nach dem Zeugnis der
Erfahrung moglichst zahlreiche ,,Konnotationen‘ mit sich fiihren. Im
Gegensatz dazu wird bei der mathematisch-physikalischen, der ,,funk-
tionalen Begriffsbildung* nicht subtrahiert, sondern es werden einzelne
fiir sich herausgeschaute, kontinuierlicher Abstufungen fihige Momente
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(im Beispiel der Ellipse: die Koeffizienten der quadratischen Form)
variabel gemacht, und der Begriff erstreckt sich hier nicht iiber die wirk-
lichen, sondern iiber alle mdglichen so hervorgehenden Gegenstinde.
,,Die beliebige Verfeinerung, die leichte Ubersicht und Handhabung
eines ganzen Kontinuums von Fillen, von dessen Vollstindigkeit wir
zugleich iiberzeugt sind*, sagt Mach (Prinzipien der Wiarmelehre, 3. Aufl.
1919, S. 459), ,,begriindet den Vorzug solcher quantitativen Aufstellun-
gen.* Dabei ist es aber ganz wesentlich, daB das Kontinuum nicht ein
abgeschlossener Inbegriff, sondern ein ins Unendliche offenes Bestim-
mungsfeld ist; denn sonst kime man doch auf das Aristotelische Schema
der charakteristischen Merkmale zuriick (,,Eine Menge von Punkten
[x, y]ist eine Ellipse, wenn es Zahlen a, b, ¢ gibt von der Beschaffenheit,
daB fiir alle und nur die Punkte der Menge die Gleichung

ax*+2bxy+cy*=1

besteht*). Man muB also die einzelnen unter den funktionalen Begriff
fallenden Gegenstinde erzeugen, darf aber nicht fragen (in der Meinung,
damit einem an sich bestehenden Sachverhalt gegeniiberzutreten), ob
ein vorgelegter Gegenstand unter ihn fillt.

Das Platonische Schema auf S. 74, das identisch ist mit dem Teilungs-
netz des eindimensionalen Kontinuums, und in welchem Plato allen
Wesen ihre Stelle anweist, indem er vom Allgemeinen zum Besonderen
immer durch Zweiteilung ( Didirese) iibergeht, die darauf sich griindende
Platonische Auffassung der Ideen als Zahlen steht der modernen mathe-
matisch-naturwissenschaftlichen nicht so fern, wie es auf den ersten
Blick scheinen mochte. Nur darin miite man sie modifizieren, daB wohl
einzelne, aber nicht alle Stufen und Teilungen, wie Plato behauptet (das
Bild von der ,,Gliederung des zu zerlegenden Opfertieres*‘! Phaidros
265c, Politikos 287¢c) durch die Sache selber vorgeschrieben und exakt
ausfiihrbar sind (denn allemal, wo ein einheitliches zusammenhédngendes
Kontinuum vorliegt, hort diese Moglichkeit auf), und ferner darin, daB3
der ProzeB ins Unendliche fortschreitet, das Einzelding nur am Horizont
als Grenzidee erscheint. Charakteristisch fiir Aristoteles ist, daB er
dieses Schema umkehrt und von unten her, von den Einzelwesen aus,
beginnt.

Insbesondere sind die durch mathematische Abstraktion nach der
Vorschrift am Ende von § 2 gewonnenen Begriffe ,,funktionaler‘ Natur.
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21. Theorienbildung

Der konstruktive Charakter der Naturwissenschaft, der Um-
stand, daf3 nicht ihre einzelnen Aussagen einen in der Anschauung
zu verifizierenden Sinn besitzen, sondern daB3 die Wahrheit in ihr
ein System bildet, welches nur als Ganzes gepriift werden kann,
ist durch das Vorhergehende bereits deutlich geworden. Hobbes
entwickelt den Satz (English Works VII, S. 183ff.), daB wir mit
GewiBheit nur in den Wissenschaften erkennen, welche ihren Ge-
genstand konstruieren aus den im erkennenden Subjekt gelegenen
Konstruktionsbedingungen. Ihm sind nicht die BewuBtseinsbilder
die Wirklichkeit, sondern das in ihnen Enthaltene, das ihre Kon-
struktion moglich macht. Im Unterschiede von der bloBen cognitio
sei dieser synthetische Fortgang der Erzeugung der Erscheinung
aus ihrem Grunde die scientia in strengem Verstande. Eine solche
finde innerhalb des Naturerkennens soweit statt, als mathema-
tische Ableitung moglich ist. ,,So wurde*, sagt Dilthey (a.a. O.,
S. 260), ,,durch die groBen Entdeckungen von Kopernikus, Kepler
und Galilei und die sie begleitende Theorie von der Konstruktion
der Natur durch a priori gegebene logisch-mathematische BewuBt-
seinselemente definitiv das souverdne BewuBtsein der Autonomie
des menschlichen Intellekts und seiner Macht iiber die Dinge be-
griindet: eine Lehre, welche zur herrschenden Uberzeugung der
am meisten fortgeschrittenen Geister wurde.*“ In der Physik der
neueren Zeit sind nicht mehr durch Abstraktion aus dem Wirk-
lichen gewonnene BewuBtseinselemente die Bausteine der Kon-
struktion, sondern rein ,,arithmetische Symbole. Dingler (Die
Grundlagen der Physik 1923, S. 305) definiert die Physik geradezu
als dasjenige Wissenschaftsgebiet, in welchem das Prinzip der sym-
bolischen Konstruktion vollig durchgefiihrt ist. Aber mit der
apriorischen Konstruktion ist gekoppelt die Erfahrung und die
Analyse der Erfahrung durch das Experiment. ,,Die wissenschaft-
liche Einbildungskraft des Menschen wurde geregelt durch die
strengen Methoden, welche die Moglichkeiten, die im mathema-
tischen Denken lagen, der Erfahrung, dem Experiment und der
Bestdtigung durch die Tatsachen unterwarfen ... Die so gefundenen
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Ergebnisse haben ein zusammenhingendes und regelmiBiges Fort-
schreiten des wissenschaftlichen Denkens in der gemeinsamen
Arbeit der verschiedenen Linder moglich gemacht. Man kann
sagen, daB erst von nun ab die menschliche Vernunft gleichsam
als eine einheitliche Kraft innerhalb der verschiedenen Kultur-
nationen zu einmiitiger Wirkung gelangte. Das schwerste Werk
des menschlichen Geistes auf diesem Planeten wurde durch diese
Regelung der wissenschaftlichen Phantasie vollzogen, welche sich
den Erfahrungen unterordnete® (Dilthey, Der entwicklungsge-
schichtliche Pantheismus, Ges. Schr. II, S. 346).

Illustrieren wir das Gesagte etwa durch die Theorie der elektro-
magnetischen Vorgénge; da es nur auf das Prinzipielle ankommt, mag es
erlaubt sein, um dem Leser die Schwierigkeiten der relativistischen
Physik zu ersparen, die Ausbreitungsgeschwindigkeit = co zu setzen.
Wir nehmen an, es seien Elementarquanten der Materie da, die mit ein
fiir allemal festen Massen und Ladungen behaftet sind. Ort und Ge-
schwindigkeit dieser Elektronen in einem Augenblick ¢ bestimmen zu-
folge gewisser Erzeugungsgesetze das elektromagnetische Feld. Dieses
Feld ist nach weiteren Gesetzen mit rdumlich verteiltem Impuls und
Energie verbunden und iibt infolge des Impulsstromes bestimmte
ponderomotorische Krifte auf die erzeugenden Elektronen aus. Die
Kraft endlich erzeugt nach dem Grundgesetz der Mechanik die Be-
schleunigung der Elektronen, Geschwindigkeit und Beschleunigung
aber geben die Anderung von Ort und Geschwindigkeit im nichsten
Zeitteilchen df an und bestimmen damit aus Ort und Geschwindigkeit
im Momente # die gleichen Data im Momente ¢ -+ dt. Durch Integration
resultiert aus dieser immer wiederholten Fortsetzung t— t 4+ dr die
ganze Bewegung. Erst dieser volle theoretische Zusammenhang, in den
natiirlich auch die Geometrie entscheidend hineinspielt, ist einer experi-
mentellen Nachpriifung fahig — wenn wir annehmen, daB3 die Bewegung
der Elektronen das ist, was wir direkt beobachten kénnen (was ja auch
nur sehr bedingt zutrifft); nicht aber ein einzelnes aus diesem theoreti-
schen Gefiige herausgegriffenes Gesetz! So wachsen im Grunde alle
Teile der Physik und der Geometrie zu einer unldslichen Einheit zusam-
men. Es hingt damit zusammen, daB die Theorie, gedringt durch die
stiandig reicher und préaziser werdende Erfahrung, sich nur durch fort-
gesetzte Korrektur entwickelt. ,,Der Fortschritt der Wissenschaft stiitzt
sich also auf die Wissenschaft selbst, er ist eine Erweiterung, keine
Neu-Schopfung*® (Enriques, Probleme der Wissenschaft, 1910, Bd. 1,



194 | Methodologie

S. 248). So war bei der Begriindung der Kepler-Newtonschen Planeten-
theorie durch die Beobachtung stillschweigend jedes Ereignis in den
Zeitpunkt seiner Wahrnehmung gesetzt. Hernach entdeckte Roemer
dann an den scheinbaren Abweichungen der Bewegung der Jupiter-
monde von der theoretisch geforderten die endliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit des Lichtes. Man benutzt also eine Theorie (momentane
Ausbreitung des Lichts), die man hernach als falsch erweist; aber ihre
grobe Richtigkeit ergibt (mit anderen der Erfahrung entnommenen
Primissen zusammen) ihre feine Ungenauigkeit und ihre Korrektur.
Ohne die Annahme ihrer groben Richtigkeit kann man jedoch zunéchst
iiberhaupt keinen Schritt vorwirts tun. Hierauf bezieht sich Newtons
4. Regel zur Erforschung der Natur (Principia, S. 389): ,,In der Experi-
mentalphysik muB3 man die aus den Erscheinungen durch Induktion
geschlossenen Sétze, wenn nicht entgegengesetzte Voraussetzungen vor-
handen sind, entweder genau oder sehr nahe fiir wahr halten, bis andere
Erscheinungen eintreten, durch welche sie entweder groBere Genauig-
keit erlangen oder Ausnahmen unterworfen werden.

Um dem Theoretiker seine Aufgabe zu erleichtern, bemiiht
sich schon der Experimentator, den Versuch so einzurichten, daf3
er gegeniiber einem Gesetz moglichst empfindlich, gegeniiber allen
andern in Betracht kommenden aber moglichst unempfindlich ist,
indem er den EinfluB} der von ihnen regierten Nebenumstinde ab-
dampft: hierin besteht u. a. die miihsame Arbeit der Abschirmung
aller moglichen ,,Fehlerquellen*“. Dennoch 14Bt sich der Einflul
gewisser Elemente wie z. B. das Malfeld niemals eliminieren.
Wenn eine Tatsache mit dem gesamten theoretischen Bestand der
Wissenschaft nicht in Einklang steht, so bleibt es schlieBlich doch
dem Theoretiker iiberlassen, die Stelle zu finden, an der die Theorie
zu modifizieren ist. Allgemeine Regeln lassen sich dariiber kaum
geben, sowenig wie fiir das Gewicht, mit dem die vorliegenden
Tatsachen bei einer theoretischen Deutung einzusetzen sind: hier
tritt das Genie in seine Rechte. So entstand die allgemeine Rela-
tivitdtstheorie dadurch, daB Einstein die prinzipielle Natur und die
besondere Tragfihigkeit des Satzes von der Ubereinstimmung
zwischen schwerer und triger Masse erkannte. Es ist die Moglich-
keit nicht von der Hand zu weisen, daB verschiedene Konstruk-
tionen zur Erkldrung der Wahrnehmungen geeignet sind; in dieser
Einsicht von der ,, Vieldeutigkeit der Wahrheit‘ gehen Hobbes und
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d’ Alembert den modernen Positivisten voran. Mit groBBer Gerech-
tigkeit kennzeichnet FEinstein in einer Ansprache an Planck (zu
Max Plancks 60. Geburtstag, 1918) die wirkliche erkenntnistheo-
retische Situation dahin: ,,Die Entwicklung hat gezeigt, daB von
den denkbaren theoretischen Konstruktionen eine einzige jeweilen
sich als unbedingt iiberlegen iiber alle andern erweist. Keiner, der
sich in den Gegenstand wirklich vertieft hat, wird leugnen, daB3 die
Welt der Wahrnehmungen das theoretische System praktisch ein-
deutig bestimmt, trotzdem kein logischer Weg zu den Grundsitzen
der Theorie fiithrt.*

Bei dem jeweiligen Stande des theoretischen Gebidudes besteht
eine Hierarchie der Gesetze; es werden ihnen verschiedene Grade
der Festigkeit zugeschrieben. Gewisse unter ihnen werden mit
groBer Zihigkeit als Prinzipien festgehalten. Als geradezu sakro-
sankt galten lange Zeit die Gesetze der euklidischen Geometrie;
von vergleichbarer, wenn nicht noch hoherer Festigkeit sind die
Sdtze von der Erhaltung der Energie und des Impulses. Es ist
sicher, daB ein betrichtlicher Teil des theoretischen Systems allen
Erfahrungen gegeniiber aufrechterhalten werden kann, wenn fiir
den Rest Modifikationen gestattet sind. So existiert in der Praxis
der naturwissenschaftlichen Arbeit nicht der schroffe Gegensatz
von a priori und a posteriori im Kantischen Sinne, sondern eine
reiche Stufenskala der Festigkeit. Die einfache Form und der in-
stinktiv einleuchtende Charakter von Gesetzen zusammen mit
ihrer Wichtigkeit fiir ein groBes mannigfaltiges, von ihnen ent-
scheidend beherrschtes Tatsachengebiet, gibt ihnen den Rang von
Prinzipien. So hédlt man an dem einleuchtenden und einfachen
Trégheitsgesetz, das zundchst durch die Erfahrungen iiber die Be-
wegungen relativ zur Erde hinreichend gestiitzt erscheint, auch dann
fest, wenn feinere Erfahrungen (Foucaultscher Pendelversuch) ihm
widersprechen, indem man die ,,Ausflucht* ergreift, daB es sich
nicht um die Bewegung relativ zur Erde, sondern um eine aus den
Phdnomenen zu ermittelnde ,,absolute Bewegung handle. Das
Impulsgesetz stiitzt sich auf die ,,einleuchtende‘ Tatsache, daB
sich ein zundchst ruhendes KoOrpersystem nicht aus eigener Kraft
in eine einseitig fortschreitende Translationsbewegung versetzen
kann; oder genauer: innere Reaktionen in einem isolierten ruhen-
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den Korpersystem sind nicht imstande, zu bewirken, da3 nach der
Reaktion ein Teil des Systems eine gemeinsame gleichférmige
Translationsbewegung ausfiihrt, wahrend der Rest ruhend zuriick-
bleibt.Indem Lachen iiber die Liigengeschichte Miinchhausens, daf3
er sich an seinem eigenen Zopf aus dem Sumpfe gezogen habe, gibt
jeder zu verstehen, wie gut er instinktiv um jene Tatsache Bescheid
weill. Weitere Beispiele sind die Regel fiir die Zusammensetzung
von Geschwindigkeiten, die von Galilei fast unbemerkt (Discorsi,
4.Tag) als evident angenommen wird, und das Energieprinzip.

In der besonderen Form, daB die Korper eines Systems im homo-
genen Schwerefeld sich nicht aus eigener Kraft alle auf ein hoheres
Niveau heben konnen, wird es von Galilei und Stevin zur Herleitung
der Gesetze der schiefen Ebene, von Huyghens (im Horologium oscilla-
torium 1673) zur Reduktion des zusammengesetzten Pendels auf das
,,mathematische** verwendet. Huyghens hat die allgemeine Idee des
Energieprinzips bereits gefafit; er sagt (a.a.0., S. 95): ,,Und wenn die
Erfinder neuer Maschinen, die in vergeblicher Miihe ein perpetuum
mobile zu bauen suchen, dieser meiner Hypothese (!) folgen wollten,
so wiirden sie leicht selbst ihren Irrtum erkennen und wiirden einsehen,
daB ihr Ziel vollkommen unerreichbar ist.” Leibniz griindet auf das
Energieprinzip, das er in die Formel causa aequat effectum hineinliest und
als eine durch die ,,Logik der Quantitit* geforderte spezielle Folge des
Satzes vom Grunde ansieht, sein Ma8 fiir die ,,lebendige Kraft®. Viel
groBeres Gewicht als ein einzelnes bestdtigendes Experiment hat eine
unter den wechselvollsten Umstdnden sich immer von neuem bewédhrende
negative Erfahrung. So ist das Energieprinzip gestiitzt durch das Schei-
tern aller Versuche zur Herstellung eines perpetuum mobile, und von
gleicher Art sind auch die Grundsitze der Relativitdtstheorie: das
spezielle Relativitdtsprinzip und das Prinzip von der ,,Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit*. Gegen die scholastische Philosophie gewendet,
sagt Newton (Optik, Ed. sec., S. 409): ,,Wenn man uns sagt, jede Spezies
der Dinge sei mit einer spezifischen verborgenen Eigenschaft begabt,
durch welche sie wirkt und sichtbare Effekte hervorbringt, so ist damit
gar nichts gesagt; wenn man aber aus den Erscheinungen zwei oder drei
allgemeine Prinzipien der Bewegung herleitet und dann angibt, wie aus
diesen klaren Prinzipien die Eigenschaften und Wirkungen aller korper-
lichen Dinge folgen, so wire dies ein groBer Fortschritt in der Natur-
forschung, wenn auch die Ursachen dieser Prinzipien noch nicht ent-
deckt sein wiirden.*
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Die Einfachheit gilt als sigillum veri. ,,Die Natur liebt Einfach-
heit und Einheit®, heillt es bei Kepler (Opp. ed. Frisch I, 113)%).
Vorgebildet ist dieser Grundsatz bei Aristoteles (De coelo 1, 4,
271a): At deus et natura nihil prorsus faciunt frustra, und es gilt als
Axiom: ,, frustra fit per plura quod potest fievi per pauciora. Galilei
gibt am dritten Tag der Discorsi den Gedankengang wieder, der
ihn zu den Fallgesetzen gefiihrt hat; es hei3t (Opere XIII, S. 155):
,,Wenn ich daher bemerke, daf3 ein aus der Ruhelage von bedeu-
tender Hohe herabfallender Stein nach und nach neue Zuwiichse
an Geschwindigkeit erlangt, warum soll ich nicht glauben, daf3
solche Zuwiichse in allereinfachster, jedermann plausibler Weise
zustande kommen ? Wenn wir genau aufmerken, werden wir kei-
nen Zuwachs einfacher finden als denjenigen, der in immer gleicher
Weise hinzutritt. Er stellt dann die Definition der gleichférmig
beschleunigten Bewegung auf, entwickelt daraus zunéchst unbe-
kiimmert um die Erfahrung die Konsequenzen und findet dann die-
jenigen, welche mit seinen Mitteln sich beobachten lieBen, fiir die
,,natiirlich beschleunigte** Bewegung der fallenden Korper besti-
tigt. Unter Newtons Regeln zur Erforschung der Natur lautet die
erste: ,,Als Ursachen zur Erkldrung natiirlicher Dinge nicht mehr
zulassen, als wirklich sind und zur Erklidrung jener Erscheinungen
ausreichen. Nun kommt es natiirlich nicht darauf an (wie Dingler
es in seinen ,,Grundlagen der Physik* fordert), die absolut ein-
fachsten Grundsitze aufzustellen (dann wiirde man der Welt z. B.
nicht 4, sondern nur 1 Dimension beilegen), es muf} vielmehr dabei
die ganze Breite der gegenwirtigen Erfahrung beriicksichtigt und
die relativ zu den bekannten Erscheinungen einfachste Erkldrung
gesucht werden. Oft ist fiir ein Teilgebiet eine Erklirung A ein-
facher als eine andere B; aber wiahrend bei Ausdehnung des Er-
fahrungskreises A sich bestindig kompliziert, tritt dies bei B nicht
ein, so daB schlieBlich B als die iiberlegene Theorie erscheint.
Ferner ist die geforderte Einfachheit nicht die auf der Hand
liegende; sondern die wahre innere Einfachheit zu erkennen, dazu
miissen wir uns durch die Natur erziehen lassen.
mrdem in: Johannes Kepler, Gesammelte Werke, Band I, Min-

chen 1938, S. 16, Z.21. — Deutsche Wiedergabe in: Max Caspar, Johannes
Kepler: Das Weltgeheimnis (1596). Miinchen-Berlin 1936, S. 31.
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Das Problem der Einfachheit ist von zentraler Bedeutung fiir die
naturwissenschaftliche Erkenntnistheorie. Man hat versucht, diesen
einer objektiven Fassung schwer zugéinglichen Begriff auf den bereits in
das mathematische Denksystem bis zu einem gewissen Grade eingefan-
genen der Wahrscheinlichkeit zuriickzufiihren. Liegen z. B. 20 zusam-
mengehdrige Wertepaare (x,y) eines funktionalen Zusammenhangs
y = f(x) bei Eintragung in ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit
der zu erwartenden Genauigkeit auf einer geraden Linie, so wird man als
strenges Naturgesetz vermuten, dal y von x linear abhéngig ist. Und
zwar um der Einfachheit der geraden Linie willen, oder auch weil es
auBerordentlich unwahrscheinlich sein wiirde, da3 gerade die 20 heraus-
gegriffenen Beobachtungspaare (nahezu) auf einer Geraden liegen, wenn
das zugrunde liegende Gesetz ein anderes wire. Indem man die gerade
Linie nun zur Inter- und Extrapolation benutzt, kommt man zu Voraus-
sagen, die iiber den Inhalt der Beobachtungen hinausgehen. Aber diese
Analyse ist einigermaflen anfechtbar. Man kann unter allen Umstinden
auf mannigfache Art Funktionen y = f(x) mathematisch definieren,
welche den 20 Beobachtungsdaten gerecht werden, darunter solche, die
ganz und gar von einer Geraden abweichen. Auch fiir jede von ihnen
konnte man es als auBerordentlich unwahrscheinlich hinstellen, daB die
20 Beobachtungspunkte auf ihr sich befdnden, wenn sie nicht das wahre
Gesetz enthielte. Es ist also doch wesentlich, da die Funktion oder
vielmehr die Funktionsklasse a priori von der Mathematik wegen ihrer
mathematischen Einfachheit bereit gestellt sei; die Funktionsklasse darf
dabei nicht von so vielen Parametern abhidngen wie die Zahl der zu
befriedigenden Beobachtungen betrigt (so hingt die Klasse der linearen
Funktionen f(x) = ax -+ b von nur 2 Parametern a, b ab, deren Werte
den Beobachtungsdaten angepafit werden konnen). Eine wichtige Be-
wihrung der Theorie liegt vor, wenn sie mit den Tatsachen, zu deren
Erkldrung sie ersonnen wurde, auch bei Verschdrfung der Beobachtungs-
genauigkeit (und Vervielfiltigung der Beobachtungspunkte) in Einklang
bleibt. Dies ist z. B. der Fall mit der euklidischen Geometrie, die sich
durch die geoditischen und astronomischen Prézisionsmessungen als
viel genauer giiltig erwiesen hat, als man es nach den Erfahrungen ver-
muten konnte, die zu ihrer Aufstellung gefithrt haben. Aber sie steht mit
solcher Bewdhrung des Prinzips der Einfachheit durchaus nicht isoliert
da; sondern entsprechende Fille ereignen sich in der Physik immer
wieder. Umgekehrt ist es ein sicheres Zeichen dafiir, daB man sich auf
dem Holzwege befindet, wenn es so geht, wie mit den Ptolem&ischen
Epizykeln, deren Zahl jedesmal vermehrt werden mufBite, wenn die
Genauigkeit der Beobachtung stieg. Die drei Keplerschen Gesetze waren
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viel einfacher und geniigten doch den Beobachtungen merklich genauer
als das komplizierteste bis dahin ersonnene Epizykelnsystem; die Ent-
deckung der Ellipse als einer mathematisch durchsichtigen und ein-
fachen Figur durch die griechischen Geometer muBte aber Keplers
astronomischer Entdeckung vorangegangen sein. Newtons Attraktions-
gesetz, namentlich in der Formulierung als Nahewirkungsgesetz, ist
abermals einfacher als die Keplersche Theorie der Planetenbewegung.
Aus jenem gewinnt man diese zuriick, wenn nur die Anzichungskraft
der Sonne auf einen Planeten, nicht die von den iibrigen Planeten aus-
gehenden ,,Storungen® beriicksichtigt werden. Und wieder liegt eine
glinzende Bestitigung fiir die von Newton vollzogene Tieferlegung der
theoretischen Fundamente darin, daB3 die Berechnung der Stérungen
nach seinem Gesetz Ergebnisse lieferte, die sich der seit Tycho Brahes
Zeit abermals bedeutend gestiegenen Beobachtungsgenauigkeit voll-
kommen einfiigten. — Es kommt hinzu, daB sich das Gravitationsgesetz
auch auflerhalb des Erfahrungskreises als giiltig erwies, fiir welchen es
urspriinglich aufgestellt wurde, ndmlich fiir die Bewegungen der Doppel-
sterne umeinander.

Hat die Erfahrung eine Hypothese nahegelegt, so gilt es ihre Konse-
quenzen deduktiv zu entwickeln, immer im Hinblick darauf, zu Folge-
rungen vorzudringen, welche der Priifung durch das Experiment zu-
ginglich sind. Huyghens schildert die Methode in der Einleitung zu
seinem Traité de la Lumiére (1678 verfaBt, 1690 herausgegeben): sie
unterscheide sich sehr von der Geometrie, ,,weil hier die Prinzipien sich
durch Schliisse bewahrheiten, welche man daraus zieht ... Es ist dabei
gleichwohl moglich, bis zu einem Wahrscheinlichkeitsgrade zu gelangen,
der sehr oft einem strengen Beweise nichts nachgibt. Dies ist ndmlich
dann der Fall, wenn die Folgerungen, welche man unter Voraussetzung
dieser Prinzipien gezogen hat, vollstindig mit den Erscheinungen im
Einklang sind, welche man aus der Erfahrung kennt; besonders wenn
deren Zahl gro8 ist, und vorziiglich noch, wenn man neue Erscheinungen
sich ausdenkt und voraussieht, welche aus der gemachten Annahme
folgen, und findet, daB} dabei der Erfolg unserer Erwartung entspricht.*
Die Wellentheorie des Lichtes bewihrt sich ihm u. a. in der Aufdeckung
des Gesetzes der Doppelbrechung im Kalkspat. Es ist zu kompliziert,
um rein empirisch gefunden zu werden. Macht man aber fiir die Aus-
breitung der Lichtwellen im Kalkspat die einfachste Annahme, welche
iiber die der Kugelwelle hinausgeht, so kommt man zu den gesuchten
Brechungsgesetzen, die mit der Erfahrung in Einklang stehen. Es ist als
Erfolg einer Theorie zu buchen, wenn sie die komplizierten Abhingig-
keiten zwischen den direkt beobachteten GroBen auf einfache Beziehun-
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gen zwischen den FundamentalgréBen der Theorie zuriickfiihrt. Ahnlich
war Galilei bei Aufdeckung der Fallgesetze verfahren. — ,,Die wesent-
liche Funktion einer Hypothese®, sagt Mach (Erkenntnis und Irrtum,
S. 237), ,,besteht darin, daB sie zu neuen Beobachtungen und Versuchen
fiihrt, wodurch unsere Vermutung bestétigt, widerlegt oder modifiziert,
kurz die Erfahrung erweitert wird. ,,Der Seemann, in dessen Phantasie
durch die an die Kiiste getriebenen Objekte das Bild des fernen Landes
mit sinnlicher Lebendigkeit auftaucht, sucht nach demselben. Ob er es
findet oder nicht, ob er auch statt der vermuteten indischen oder chine-
sischen Kiiste eine neue findet, auf jeden Fall hat er seine Erfahrungen
erweitert” (a.a.O., S.231). — Bei Galilei, bei Huyghens, bei Newton
spielt der deduktive Teil noch eine viel groBere Rolle als in der neueren
Zeit; Galilei ist nicht minder stolz auf die ,,Fiille von Theoremen,
welche er aus einem einzigen Prinzip gewinnt®, als auf die Entdeckung
dieses Prinzips selber (Ende des 3. Tages der Discorsi). Der empirische
Einschlag der Physik hat sich fortschreitend verstirkt; den ersten groBlen
Einbruch bringt die Entdeckung der Elektrizitat.

Mit der Einfachheit in enger Beziehung steht die Kategorie der
Vollkommenheit. Eine groBe Rolle nicht nur als methodisches,
sondern als Erkldrungsprinzip spielt sie in der Aristotelischen
Philosophie. So hidngt nach Aristoteles die von ihm behauptete
Unzerstorbarkeit und Unverdnderlichkeit der Himmelskorper an
ihrer vollkommenen Kugelgestalt. Galilei bemerkt im Dialogo da-
zu: erstens ist unter diesem Aspekt eine Abweichung von der
exakten Kugelgestalt um Haaresbreite so wenig zuldssig wie ganze
aufgesetzte Berge; sein Kontinuitidtsgefiihl strdubt sich dagegen,
daB in der Natur, die gar keine absolut genauen Messungen er-
moglicht, ein bestimmter exakter Wert einer kontinuierlichen
GroBe ihrem Triager Eigenschaften verleihen soll, die prinzipiell
abweichen von denjenigen, die sich bei beliebig benachbarten
GroBenwerten ergeben. Zweitens aber wendet er ein, dal3 ja auch
z. B. in einem Tetraéder eine Kugel enthalten sei und daher hoch-
stens die iibrigbleibenden Ecken des Tetraéders zerstorbar sein
konnten (in diesich freilich abermals Kugeln einbeschrieben lieBen).
Er beweist dadurch schlagend, daB} es fiir eine solche Eigenschaft
wie die Unzerstorbarkeit gar nicht auf die geometrische Gestalt
ankommen koOnne, sondern allein auf die Grenzflache, iiber die
hiniiber die physikalischen ZustandsgroBen (hier die Dichte der
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Materie) einen Sprung erleiden und die dadurch zum Sitz beson-
derer Oberflichenkrifte werden kann. (Fiir die kugelige Gestalt
der Regentropfen spielen solche Kapillarkrifte in der Tat eine
Rolle.) Man erlebt hier so scharf wie kaum an einer anderen Stelle
im Dialog die radikale Umwendung in der Naturdeutung, die das
Galileische gegeniiber dem Aristotelischen Denken herbeifiihrt.
Bezeichnend in dieser Hinsicht ist auch das iiberschwengliche, aus
einem gewandelten Empfinden quellende Lob der Verdinderlichkeit,
das Galilei wider jene kristallene Vollkommenheit anstimmt (Dia-
logo, Opere I, S. 67): wie doch die zur Bliite sich entwickelnde
Pflanze etwas unvergleichlich viel Herrlicheres sei als die starren,
allem Geschehen entriickten Aristotelischen Weltkorper. In Keplers
Werk nehmen Betrachtungen iiber Vollkommenheit noch einen
breiten Raum ein. Ihn beschiftigt der ,,Rang der Erde‘‘; da er von
der Vollkommenheit des Kreises durchdrungen ist, kostet es ihn
einen harten Kampf, die Kreisbahn des Mars aufzugeben, als ihn
die Messungen Brahes dazu zwingen. Er haftet zundchst noch ganz
am Statischen, in den reguldren Korpern will er die Harmonie des
Planetensystems entdecken; erst miithsam ringt er sich zu einer
mehr dynamischen Auffassung des Weltgeschehens durch. Ja auch
Galilei unterliegt noch an einer merkwiirdigen Stelle im Dialog
dem Zauber der Erkldarung durch die geometrische Vollkommen-
heit, indem er auf sie den kreisférmigen (nicht geradlinigen!) Ver-
lauf der reinen Tragheitsbewegung basiert. Im ganzen hat er aber
schon viel entschiedener als Kepler die Wendung vollzogen, Voll-
kommenheit nicht mehr in den festen Gestalten und in den Einzel-
dingen zu suchen, sondern in den dynamischen Verkniipfungen,
den Naturgesetzen (die einen breiten Spielraum des Zufilligen, der
bloBen Faktizitit offen lassen), und der Begriff der Vollkommen-
heit ist ihm nicht mehr sachlicher Bestandteil der Theorie, sondern
heuristisches Prinzip und zum Forschen antreibender Glaube ge-
worden. Mit den antiken Pythagoreern teilen Kepler, Galilei, Bruno
den Glauben an einen nach hochsten und vollkommensten ver-
nunftmiBigen mathematischen Gesetzen geordneten Kosmos, und
an die gottliche Vernunft als den Ursprung des VernunftméfBigen
in der Natur, mit welchem zugleich die menschliche Vernunft ver-
wandt ist. Auf dem langen Erfahrungsweg in den folgenden Jahr-
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hunderten hat dieser Glaube je langer, je mehr immer wieder iiber-
raschende Teilerfiillungen in der Physik gefunden (die schonste
vielleicht in Maxwells wundervoll harmonischer Theorie der elek-
tromagnetischen Vorginge im Ather); aber immer wieder erwies
sich die Natur noch dem menschlichen Geiste iiberlegen und zwang
ihn, einen voreiligen Abschlufl zugunsten einer tieferen Harmonie
wieder zu zerbrechen.

Zwei strenge Forderungen sind nach § 19 an jede Theorie zu
stellen: 1. die Einstimmigkeit, welche die Widerspruchslosigkeit
einschlieBt, 2. das Fehlen iiberfliissiger rein dogmatischer Bestand-
teile, die ohne EinfluB auf die beobachtbaren Erscheinungen
sind. — Nie verletzt werden darf ferner der Satz vom zureichenden
Grunde; er kann in einfachen Fillen als Symmetrieprinzip zur Auf-
stellung von Gesetzen fiihren. So benutzt ihn Archimedes, wenn
er seine Theorie des Hebels mit dem Satze beginnt, dal3 gleiche
Gewichte an gleich langen Hebelarmen sich im Gleichgewicht be-
finden. Denn die ganze Konfiguration, samt der Schwererichtung,
geht in sich iiber durch Spiegelung an der im Unterstiitzungspunkt
zum horizontalen Hebelarm senkrechten Ebene. Der Begriff der
rdaumlichen Ahnlichkeit ist die Grundlage des Schlusses; geht eine
Massen- und Krifte-Konfiguration oder ein Zustand, der das
weitere Geschehen eindeutig determiniert, durch eine &hnliche
Abbildung in sich iiber, so mufl das, was geschieht, dieser Ab-
bildung gegeniiber gleichfalls invariant sein. Darum kann unter
den angegebenen Umstdnden der Waagebalken sich nicht nach einer
Seite neigen. In Verbindung mit dem allgemeinen mechanischen
Axiom, daB} ein System im Gleichgewicht nicht aufhort, im Gleich-
gewicht zu bleiben, wenn man ein Teilsystem abspaltet, das fiir
sich im Gleichgewicht ist, leitet Archimedes dann aus jenem ein-
fachsten Fall das allgemeine Hebelgesetz ab. — Derselbe Ge-
dankengang fithrt zu dem Satz: Gleiche Korper haben gleiche
trige Masse; d.h. wenn sie mit entgegengesetzt gleichen Ge-
schwindigkeiten gegeneinander gejagt werden, iiberrennt keiner
den anderen. Ist das dennoch bei zwei gleich aussehenden Korpern
der Fall, so schlieBen wir daraus auf eine innere Verschiedenheit,
die sich freilich ungiinstigsten Falles in nichts anderem dokumen-
tiert als in der Verschiedenheit der Masse, uns aber immerhin an-
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treiben wird, auch nach anderen Verschiedenheiten im physika-
lischen Verhalten zu suchen. Haufig ist das Prinzip vom zureichen-
den Grunde zum Beweise des Trigheitsgesetzes herangezogen wor-
den, indem aus ihm geschlossen wurde, daB3 der Zustand eines sich
selbst iiberlassenen Korpers unveridndert bleiben muB3. Aber was
ist unter ,,Zustand* zu verstehen? Die Scholastik interpretierte
ihn als Ort und glaubte daher, daB ein Korper im Moment, wo
alle Einwirkung auf ihn aufhort, stille stehen bleibt, nach Galilei
ist darunter die Geschwindigkeit nach GroBe und Richtung zu ver-
stehen. Offenbar kann nur die Erfahrung dariiber entscheiden,
welche Auffassung recht hat. Sie muf3 uns auch in den oben an-
gefiihrten Fillen iiber die ,,maBgebenden‘, die determinierenden
Umstdnde unterrichten. Die Argumentation von Leibniz in der
Kontroverse mit Clarke und Newton iiber die Relativitit der Be-
wegung (S. 127) ist ein typisches Beispiel fiir die Anwendung des
Prinzips vom zureichenden Grunde. Freilich hat Leibniz zweifellos
die Tragweite des Prinzips als Quelle von Tatsachenwahrheiten
weit liberschétzt.

Mach, der das a priori bekdmpft, das Bestreben, ,,aus den Instink-
tiven in der Wissenschaft, wie er sich duflert, ,,eine neue Mystik zu
machen und dasselbe etwa fiir unfehlbar zu halten*, weist in seiner
Mechanik (7. Aufl. 1912, S.27) darauf hin, daB ,,selbst instinktive
Erkenntnisse von so groBer logischer Kraft wie das von Archimedes
verwendete Symmetrieprinzip irre fithren kénnen. Mancher Leser wird
sich vielleicht erinnern, welche geistige Erschiitterung es ihm verursachte,
als er zum ersten Male horte, daB eine im magnetischen Meridian lie-
gende Magnetnadel durch einen iiber derselben parallel hingefiihrten
Stromleiter in einem bestimmten Sinne aus dem Meridian abgelenkt
wird.” Aber dem Symmetrieprinzip geschieht Geniige, wenn wir an-
nehmen, daB durch Spiegelung an der Ebene, in der Strom und Magnet-
nadel liegen, wohl der Strom, nicht aber der Magnet in sich iibergeht,
sondern der letztere Nord- und Siidpol vertauscht. Diese Ansicht ist
freilich nur moglich, weil positiver und negativer Magnetismus untrenn-
bar und wesensgleich sind. Wir bilden eine solche theoretische Vor-
stellung vom Wesen des Magnetismus aus — er wird durch molekulare
elektrische Kreisstrome senkrecht zur Nadel verursacht —, daB jene
Tatsachen ihr Erstaunliches verlieren und zu Wesensnotwendigkeiten
werden.
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Ein weiterer Fiihrer des Theoretikers ist das zuerst von Leibniz
allgemein ausgesprochene Kontinuititsprinzip, das auf der Un-
moglichkeit eigentlicher Teilung eines einheitlichen Kontinuums
beruht. Es ist naturwissenschaftlich verkehrt, den Nullwinkel und
den gestreckten, wie Euklid es tut, aus dem Begriffsumfang des
Winkels auszuschlieBen; die Ruhe ist nicht der Bewegung kon-
tradiktorisch entgegengesetzt, sondern ein Grenz- oder Sonderfall
der Bewegung. Leibniz sagt, vermoge jenes Prinzips sei ,,das Ge-
setz fiir die ruhenden Korper gewissermaflen nur ein besonderer
Fall der allgemeinen Regel fiir die bewegten Korper, das Gesetz
der Gleichheit gewissermaBen ein Fall der Ungleichheit, das Ge-
setz fiir das Geradlinige gleichsam eine Unterart des Gesetzes fiir
das Krummlinige*‘, und er bezeichnet Gebilde als ,,homogon, so-
fern durch kontinuierliche Verdnderung eins in das andere iiber-
gehen kann‘ (In. rer. Math. metaph., Math. Schr. VII, S. 25 und
S. 20). Er widerlegt mit Hilfe der lex continui die StoBgesetze,
welche Descartes aufgestellt, aber fiir eine ganze Reihe verschiede-
ner Fille verschieden formuliert hatte. Galilei leitet (Dialogo, Op. 1,
S. 162/164) das Tragheitsgesetz ab, indem er die Neigung der
schiefen Ebene, fiir welche er die Fallgesetze kennt, gegen die
Horizontale zu 0 abnehmen 148t ; die Tragheitsbewegung ist Limes
der Fallbewegung. Durch diese Herkunft wird es verstandlich, daB3
Galilei, wie es scheint, das Tragheitsgesetz in seiner klassischen
Form nur fiir Bewegungen als richtig erachtete, die senkrecht zur
Schwererichtung erfolgen (eine Ansicht, der man vom Standpunkt
der allgemeinen Relativitdtstheorie in gewissem Sinne beipflichten
kann). Mach (Mechanik, S. 131) gibt die Anweisung: ,,Hat man
fiir einen speziellen Fall eine Ansicht gewonnen, so modifiziert
man allméhlich in Gedanken die Umstidnde dieses Falles, soweit
es iiberhaupt angeht, und sucht hierbei die gewonnene Ansicht
moglichst festzuhalten. Es gibt kein Verfahren, welches sicherer
zur einfachsten, mit dem geringsten Gemiits- und Verstandes-
aufwand zu erzielenden Auffassung aller Naturvorgéinge fiihrt.*
Um die Richtigkeit einer gewonnenen Gesamtanschauung zu prii-
fen, ist es anderseits eine in Mathematik und Physik vielgelibte
Methode, die Grenz- und Sonderfélle ins Auge zu fassen, in denen
sich die Verhiltnisse meist viel leichter {iberblicken lassen.
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In naher Verwandtschaft zum Kontinuitdtsprinzip steht das
Analogieprinzip, das Newton in der 2. seiner Regeln zur Erforschung
der Natur so formuliert: ,,Man muBl daher, soweit es angeht,
gleichartigen Wirkungen dieselbe Ursache zuschreiben. Am grof3-
artigsten tritt uns das Analogieprinzip wohl in der Begriindung der
Atomtheorie entgegen. Die mechanischen Gesetze, die aus dem
Verhalten an den grob sichtbaren Korpern abgeleitet wurden und
an den groBten, den Planeten, ihre genaueste Bestitigung fanden,
werden auf die Atome {ibertragen. Die Tatsachen werden ev. spiter
zu Korrekturen zwingen; aber ohne diesen Ansatz ist iiberhaupt
kein Beginn der atomaren Forschung denkbar. Noch die neueste
Quantenmechanik der Atome, die so radikal von dem HerkOomm-
lichen abweicht, daB sie auf jedwedes raumliche Bild der atomaren
Vorginge verzichtet, kniipft doch an die alten mechanischen Ge-
setze in ihrer durchsichtigsten Form, an die Hamiltonschen Glei-
chungen an. H. A. Lorentz gewann die elektromagnetischen Grund-
gesetze der Elektronentheorie dadurch, daB er in den phdnomeno-
logischen, der Beobachtung entnommenen Maxwellschen Glei-
chungen, mit denen der Elektrotechniker arbeitet, alle GroBen
strich, in denen der Einflul der Materie durch Materialkonstanten,
wie Leitfahigkeit u. dgl., sich kundgibt, nimlich Leitungsstrom,
elektrische Polarisation und Magnetisierung. Aus der Annahme,
daB das wahre, das ,,mikroskopische‘ elektromagnetische Feld
diesen vereinfachten harmonischen Gesetzen geniigt, konnte er,
in Verbindung mit gewissen Vorstellungen iiber den atomaren
Aufbau der Materie, fiir die der Beobachtung zuginglichen Mittel-
werte, das makroskopische Feld, die alten phdnomenologischen
Gesetze wieder herleiten.

Die exakten Naturgesetze diirfen keine Materialkonstanten enthal-
ten, sondern diese miissen aus jenen auf Grund des Atombaus bestimmt
werden kénnen. Da die phdnomenologischen Materialgesetze bei Vor-
gingen zu versagen pflegen, fiir welche die feinere Struktur der Materie
nicht gleichgiiltig ist, muf3 die atomistische Theorie zugleich deren
Giiltigkeitsgrenzen erkennen lassen und diejenigen atomistischen Ge-
setze liefern, welche jenseits jener Grenzen an die Stelle der phdnomeno-
logischen treten, die den EinfluB der Materie nur in Bausch und Bogen
beriicksichtigen. So hatte Maxwell die elektrische Polarisation der Feld-
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stirke proportional gesetzt; das stimmt fiir statische und langsam ver-
anderliche Felder, selbst noch fiir die Felder, mit denen die drahtlose
Telegraphie arbeitet und die bereits mehr als eine Million Schwingungen
pro Sekunde ausfithren. Aber im Gebiet der viel schnelleren optischen
Schwingungen haben wir die Tatsache der Dispersion: der von Maxwell
als konstant angenommene Proportionalitdtsfaktor, die Dielektrizitats-
konstante, welche gleich dem Quadrat des Brechungsexponenten ist,
erweist sich als abhéngig von der Schwingungsfrequenz nach Gesetzen,
welche aufs engste mit dem Atombau des brechenden Mediums zusam-
menhédngen und nur von hier verstanden werden konnen (insbesondere
gehen in die Dispersionsformel Ladung und Masse des Elektrons in
solcher Weise ein, daBl daraus ihr Verhiltnis experimentell bestimmt
werden kann).

Welches ist letzten Endes der Sinn der Theorienbildung?
H. Hertz beschreibt in seinen Prinzipien der Mechanik (S. 1) das
Verfahren dahin: ,,Wir machen uns innere Scheinbilder oder Sym-
bole der duBeren Gegenstinde, und zwar machen wir sie von
solcher Art, daB die denknotwendigen Folgen der Bilder stets
wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen Folgen der ab-
gebildeten Gegenstinde.* Unter dem Einflu} skeptischer Erkennt-
nistheorie war es eine Zeitlang im 19. Jahrhundert, namentlich in
der englischen Physik, Mode geworden, nur Bilder, Analogien fiir
beschrinkte Tatsachengebiete zu suchen, mechanische Modelle
zu konstruieren, die gewisse Ziige der abzubildenden Erscheinung
wiedergaben, die man aber als ,,Erkldrung* unmoglich ernst neh-
men konnte — da man vom ,,Wahn‘ befreit war, dal es gelte,
eine in sich eindeutig bestimmte Wirklichkeit zu erkennen. Aber
die Methode erwies sich als merkwiirdig unfruchtbar, sobald man
bewullt darauf ausging, nur Bilder und Modelle zu entwerfen.
Maxwell erschienen die physikalischen Analogien als ein Ausweg,
welcher die Nachteile einer rein mathematisch gefaB3ten Theorie
(die nur schwer die erfahrungswichtigen Folgerungen iiberblicken
1aBt) und eciner eigentlichen physikalischen Hypothese (welche
leicht blind macht gegen die Tatsachen) zugleich vermeidet.

,,Unter einer physikalischen Analogie®, heilit es bei ihm, ,,verstehe
ich jene teilweise Ahnlichkeit zwischen den Gesetzen eines Erschei-
nungsgebietes mit denen eines andern, welche bewirkt, daB jedes das
andere illustriert.” Er erwdhnt die Analogie zwischen der Gravitation
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und dem stationdren Wirmezustande eines Mediums — eine Analogie,
die darauf beruht, daB fiir beide Vorgidnge die Laplacesche Potential-
gleichung gilt — und stellt ihr die Analogie zwischen dem Licht und
den Schwingungen eines elastischen Mediums entgegen. Die letztere
,.erstreckt sich viel weiter, aber obwohl ihre Wichtigkeit und Frucht-
barkeit nicht hoch genug geschétzt werden kann, so miissen wir doch
dessen eingedenk bleiben, daB sie nur auf einer formalen Ahnlichkeit
zwischen den Gesetzen der Lichterscheinungen und denen der elasti-
schen Schwingungen beruht. Wenn wir sie ihres physikalischen Gewan-
des entkleiden, so reduziert sie sich auf eine Theorie transversaler Zu-
standsdnderungen, und es bleibt ein System von Wahrheiten {iibrig,
welches zwar den beobachteten Tatsachen nichts Hypothetisches hinzu-
fiigt, aber dafiir wahrscheinlich sowohl an Anschaulichkeit als auch an
Fruchtbarkeit in der Anwendung zuriicksteht* (Maxwell, Scient. Pap. I,
S. 156). Das Beispiel ist, namentlich im Hinblick auf die von Maxwell
ausgehende weitere Entwicklung der Lichttheorie, sehr geeignet, den
Vorteil dieser Auffassung, den Schutz vor Dogmen, den sie gewéhrt,
deutlich zu machen.

Mach spricht von einer fortschreitenden ,,Anpassung der Ge-
danken an die Tatsachen‘. Die Rechtfertigung fiir die Bildung von
Theorien erblickt er in der durch sie herbeigefiihrten Okonomie
des Auffassens und Mitteilens von Tatbestinden und Verfahrens-
weisen (vgl. Mechanik, Einleitung). Andere bewahrten sich den
Glauben, daf3 hier die Vernunft nach immanenten Prinzipien am
Werke ist, ihr Korrelat, die transzendente Wirklichkeit, symbolisch
aufzubauen und darzustellen; ohne diesen Glauben ist ihnen Wis-
senschaft ein toter Kram. Alle aber sind iiber das Endziel einig:
es gilt, die Ereignisse vorauszusagen. Und inwiefern garantieren
die 6konomischen oder Vernunftprinzipien, nach denen eine Theo-
rie zustande kommt, dafiir, daB3 die von ihr gelieferten Voraus-
sagen sich erfiillen? Das ist eine letzte Tatsache, die iiber das Er-
kennen hinausweist — Humes Problem: das Vertrauen in die In-
duktion kann, wenn es begriindet werden soll, nur begriindet wer-
den durch das Induktionsprinzip selbst. Aber Weltvertrauen und
Selbstvertrauen ist die natiirliche, keiner ,,Rechtfertigung® be-
diirftige Grundhaltung alles, auch und zu allermeist des in theti-
schen Vernunftakten sich auswirkenden geistigen Lebens.
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Kant hat in seiner transzendentalen Logik den Versuch unter-
nommen, nach einem systematischen Verfahren die apriorischen
Prinzipien fiir den Aufbau der Erfahrungswirklichkeit zu ermitteln.
Sein Werk hat das Verdienst, jenen Begriff der Wirklichkeit, wel-
cher seit Galilei die Naturforschung beherrschte, ins philosophische
BewuBtsein gehoben, von dem metaphysischen Ballast, mit dem
ihn noch das Leibnizsche System belastete, befreit und gegen den
aus der Naturforschung emporgewachsenen Sensualismus Hume-
scher Pragung gesichert zu haben. Der Naturwissenschaftler wird
aber seinen Versuch dennoch schwerlich als befriedigend aner-
kennen konnen; was Kant anfiihrt, ist bei weitem nicht ausreichend
und zu sehr gebunden an die besondere Form der zeitgenossischen
Physik, anderseits enthidlt es iiberfliissige Bestandteile, die nur
durch den logischen Schematismus des ,,groBen Chinesen von
Konigsberg*“?) hineingeraten sind. Als der eigentliche brauchbare
Kern schilen sich die Ideen der Substanz und der Kausalitét heraus,
denen der letzte Abschnitt dieses Artikels gewidmet ist. Neben den
beiden auf sie beziiglichen ,,Analogien der Erfahrung® stellt Kant
noch eine dritte, von der Wechselwirkung handelnde auf; voraus-
gehen die ,,Axiome der Anschauung®, als deren Prinzip er aus-
spricht: Alle Anschauungen sind extensive GroBen, und die ,,Anti-
zipationen der Wahrnehmung‘ vermoge des Grundsatzes: In allen
Erscheinungen hat das Reale, was ein Gegenstand der Empfindung
ist, intensive Grofe. Er 148t den drei ersten Gruppen als letzte die
,,Postulate des empirischen Denkens iiberhaupt* folgen, welche
sich auf die Begriffe der Moglichkeit, Wirklichkeit und Notwendig-
keit beziehen. Das Kantische Problem, zu dessen Beantwortung
hier einige Bruchstiicke gesammelt wurden, bleibt fiir die Zukunft
offen — wie ich vermuten mochte, als eine unendliche Aufgabe.
Kant freilich betrachtete gerade die Metaphysik, sofern sie auf die
Losung dieses Problems ausgeht, als ,,die einzige aller Wissen-
schaften, die sich eine solche Vollendung, und zwar in kurzer Zeit
und mit nur weniger, aber vereinigter Bemiithung versprechen darf,
so daf3 nichts fiir die Nachkommenschaft tibrigbleibt...* (Kritik
der reinen Vernunft, 1. Aufl., Vorrede, S. XX).

1) Nietzsches Spitzname fiir Kant (s. ,,Jenseits von Gut und Bdse*,
6. Hauptstiick, Aphor. 210).
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